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Mathematische Modellbildung SS2005 Kapitel 1 — Einfuhrung

1 Einfdhrung

1.1 Was ist Modellbildung — mathematische Modellierung
Die mathematische Modellbildung oder mathematische Miedehg
* bezeichnet eine Methode

* ist nicht an eine spezielle Wissenschaft gebunden und iwiNaturwissen-
schaften und Technik und in d&konomie angewendet

+ versucht Teile der Realitat mathematisch begreifbar aatran

(Natur)-Wissenschatft ist Modellierung: In der Wissengtherden Modelle auf-
gestellt, um eine vorgebenen Fragestellung zu beantworten

Jedes Modelliervorhaben braucht eine Leitfrage oder esfi Z

Dies ist wichtig, da die Art und die Komplexitat eines Mddelon dieser Zielvor-
gabe abhangt. Ein Modell soll einen Teilaspekt der Ratadib’ darstellen, dass es
die Information liefern kann, die zur Beantwortung eineitlicage notwendig ist.
Beispiel:

Ein Klimamodell taugt nicht zur Wettervorhersage, ein Reggpfenmodell auch
nicht.

1.2 Was ist ein Modell ?

Hierfur gibt es keine eindeutige Definition. Man konntengs folgt beschreiben:
Ein Modell ist ein Objekt oder Konzept, das benutzt wird, umea realen Aspekt
so darzustellen, dass er in Hinblick auf eine Zielfrage tagrden werden kann.
Beispiele fur Modelle sind:

* ein Landschaftsbild
* Landkarten

* Wettermodelle
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1.2.1 Merkmale von Modellen

Vereinfachung. Es werden nur die wesentlichen Aspektiddas Modell be-
schrieben. Will man z.B. das Volumen eines Wiirfels bereahso ist dessen
Farbe unwichtig.

Skalierung in Raum und Zeit. Ein Atommodell stellt das Atioreiner Grol3e
dar, die wir sehen konnen, ein Globus ist so klein, dass gudra auf dem
Schreibtisch stehen kann. Modelle zur Wettervorhersagsseri’ schneller
sein als das Wetter selbst.

Modelle haben einen begrenzten Gultigkeitsbereich, gdten die New-
ton’schen Gesetze nicht nahe der Lichtgeschwindigkeit

1.2.2 Arten von Modellen

einfache Modelle, die Prinzipien erklaren, z.B. Besdiurg des radioaktiven
Zerfalls durch die Exponentialfunktion

komplexe Modelle, wie z.B. Klimamodelle, die die Atmospéund die Ozean-
stromungen bericksichtigen

empirische Modelle, die einen funktionalen Zusammenhand/essdaten
liefern

prozessorientierte Modelle
deterministische Modelle

stochastische Modelle

Diese Einteilung ist nicht eindeutig! Z.B. Konnen einfaddodelle sowohl deter-
ministisch als auch stochastisch gebildet werden.

1.2.3 Modell-Simulation

Ergebnisse von Modellen erhalt man durch eine Simulaiina. Simulation lie-
fert eine Realisierung des Modells. Das Modell gibt die Eihsin die Zusam-
menhange, die Simulation liefert ein Ergebnis, das z.B.Massdaten verglichen
werden kann. Wird dieser Vergleich fur ausreichend guibeéén, so kann das Mo-
dell den beschriebenen Sachverhalt reproduzieren. Zeigtetgleich von Simula-
tionsergebnis mit den Daten Abweichungen, so muss dass|M@ubessert wer-

den.
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2  Empirische Modelle

Bei der empirischen Modellierung wird ausgehend von einéer onehreren Da-
tensatzen versucht, einen funktionalen Zusammenhangstinbomen, der diese Da-
ten ausreichend gut reproduziert.

2.1 Parameteranpassung

Bei der Parameteranpassung wird eine Funktion vorgegetdia Parameter der
Funktion anhand der Messdaten bestimmt. Es seien z.B.noég®Verte fur die
Wassertemperatur an der Nordseekiiste gegeben (Abbiiling
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Abbildung 2.1: Jahresgang der Wassertemperatur an dee&larste (Beispiel)

Diese Werte sollen nun durch eine Kosinusfunktion appraitmwerden. Aus der
Grafik erkennt man, dass der kalteste Zeitraum Mitte Felimsavitte Marz ist. Wir
nehmen als kaltesten Tag den Tag 60 an. Die kalteste geme$smperatur betragt

ca. 4°C die warmste ca. 22C. Die Temperaturdifferenz betragt somit 18, die
mittlere Temperatur ca. 13C.

Die Kosinusfunktion soll nun so verandert werden, dasgsigen Daten passt:
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Die Kosinusfunktion:

Skalierung auf0, 1]

Skalierung auf 1 Jahr

Im Winter soll es kalt sein

Der kalteste Tag ist Tag 60

Die Amplitude betragt 9C

Der Mittelwert betragt 13C
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Man erhalt so eine Kurve, die recht gut zu den Daten pasdii{@ng 2.2).
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Abbildung 2.2: Jahresgang der Wassertemperatur an deeélarste und daran angepasste
Kosinusfunktion.

2.2 Lineare Regression

Im vorherigen Beispiel haben wir die Parameter der Kosiongkanhand von we-
nigen Charaketristika, wie die Lage der Extrema bestimmtidigenden wird ein
Verfahren beschrieben, dass die Anpassung einer Geradgggabene Messwerte
unter Beriicksichtigung aller Messwerte erreicht.

Fur das Wachstum einer Bohne seien folgende Messwerthdideit in Tagen seit
der Pflanzung und die zu dieser Zeit gemessene Hohe der Belgeben:

ZeitinTagen| 3 |5(10({15|(20|30(40| 50 | 60 | 70 | 80 | 100
Hoheincm | 05| 1| 2 | 7 | 15|30 | 70| 130| 170| 230 | 248 | 252

In Abbildung| 2.4 erkennt man, dass im Bereich zwischen demrag und dem
70. Tag wahrscheinlich ein linearer Zusammenhang zwisdeerWachstumszeit
und der Wachstumshodhe besteht. Diesen Zusammenhang kendurch eine Ge-
radengleichung beschreiben:

y=m-X+Db

Wir wollen nunm und b bestimmen. Dabei interessiert uns insbesonderdie

Steigung der Geraden. Sie ist ein Mal3 fur die Wachstumbgesdigkeit. Eine
solche Gerade kann man z.B. erhalten, wenn man zwei bedidbimkte in die-
sem Bereich miteinander verbindet. Handelt es sich taisficum einen linearen
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Abbildung 2.3: Wachstum einer Stangenbohne.

Zusammenhang und sind die Messungen nicht fehlerbehsftédiann man so die
Steigung und damit die Wachstumsgeschwindigkeit erhdliegen aber nicht alle
Punkte auf dieser Geraden, so wird die Lage der Geraden voNald der Punkte
abhangen.

In der Realitat wird aber weder das Wachstum exakt einegatien Zusammenhang
folgen (Bohnen wissen gar nicht, was das ist) noch wird marHdihe derart exakt
messen. In Abschnitt 2.2.1 wird daher ein Verfahren vorjkstine Gerade zu
bestimmen, die allen Punkten in diesem Bereich Rechnuagg. tr”

Aber nehmen wir mal beispielsweise die Gerade, die durcRdikte bei t=20 und
t=70 lauft, dann gilt:

15 = m-20+b
230 = m-70+b

Auflosen ergibm= 4.3 undb = —-710.
Man kann die Steigung auch erhalten, indem man ein Steigungsdreieck betrach-
tet:

by _ 230cm-15cm
~ Ax  70Tage-20Tage

Im betrachteten Zeitintervall wachst die Bohne alsdofn/Tag.

Die Methode, nur zwei Punkte zu bericksichtigen, ist ritil falsch, da sich
Messfehler und Abweichungen in diesen Punkten stark aufage der Geraden
auswirken. Besser ist es alle Punkte zu beriicksichtigemydBereich des linearen
Wachstums liegen. Hierzu gibt es die Methode der kleinstead@ate auch lineare
Regression genannt.



Mathematische Modellbildung SS2005 Kapitel 2 — Empirische Modelle

300,

n N
o a1
S o
\ \
\ \

Ho6he in cm
(==Y
(4]
o
\
\

100~ ~
50/ S F -
| % |
0 X 0 |
0 20 40 60 80 10C

Zeit in Tagen

Abbildung 2.4: Wachstum einer Stangenbohne. Dargestetitdie Messwerte und die Ge-
rade, die durch die Punkte (20,15) und (70,230) geht.

2.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Seient; <ty < --- <ty dien Zeitpunkte, an denen dreMesswerte/1,yo, - - -, Yn ge-
messen wurden. Der Datenbereich des Beispiels aus 2.2nitimeares Wachstum
angenommen wird, ist durch

Zeitt; 203040 50 | 60 | 70
Hohey; | 15| 30| 70| 130 | 170| 230

gegeben.
Es soll nun eine Geradgt) = m-t + b so bestimmt werden, dass die Summe der
Quadrate der Abweichungen von Messdaten und Geraden nhiwinda

n n

S(m,b) := .Zl(yi —y(t))* = -Zl(yi —(m-ti+b))?

soll also minimal werden. Im Beispiel muss also

(15— (M- 20+ b))%+ (30— (M- 30+ b))+ (70— (M- 40+ b))?

S(m7 b) - 2
+ (130— (m-50+ b))%+ (170— (m- 60+ b))%+ (230— (M- 70+ b))?

minimal werden.

Anmerkung fur Analytiker: Mit ein wenig Differentialrechnung kann man das Minimum
dieser Funktion bestimmen, indem man die Ableitung von $imagleich null setzt und
die Ableitung von S nach b gleich null setzt. Dann hat man Bleichungen mit den zwei
Unbekannterm und b und kann diese I6sen (Formal muss man natirlich zeigess ea
sich tatsachlich um ein Minimum handelt!).
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Satz 2.2.1 Methode der keinsten Quadrate (lineare Regressi)
Es seien n Messwerig,i = 1---n zu den Zeitpunkten,i = 1---n gegeben. Di¢
Summe der Abstandsquadrate der Messwerte von der Geyddenm-t + b wird
durch
n
n-_zlti Vi—T-Y
m=——"+ b:%(Y—mT)
2
n i;t, T-T
minimiert. Hierbei seien
n n
T::_Zti:tl‘i‘""f‘tn Y::_Zlyizy1+o-~+yn
1= 1=

Im Beispiel erhalt man die Gerade
y=4.44-1—9243

Das so bestimmte Wachstum betragt also 4.44 cm/Tag. Inldofg 2.5 sieht man,
dass die Gerade zwar keinen der Messpunkte genau trifit tediedem besser ist
als die Gerade in Abbildung 2.4. Dies liegt daran, dass Assee weniger stark
einfliessen. Das Verfahren der linearen Regression isteleniwissenschaftlichen
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Abbildung 2.5: Wachstum einer Stangenbohne. Dargestatltdie Messwerte, fur die ein
lineares Wachstum angenommen wird, und die Ausgleichgerdid sich nach der Methode
der kleinsten Quadrate ergibt.

Taschenrechnern und Tabellenkalulationsprogrammeremghtiert.
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2.3 Logarithmischer Zusammenhang am Beispiel der Karzinog enese

Haufig folgen naturliche Prozesse keinem linearen Zusanfang. Am folgenden
Beispiel soll gezeigt werden, wie die Methode der linearegr@ssion auf Prozesse
angewendet werden kann, die einem logarithmischen Zusahmang folgen.

Beispiel: Karzinogenese bei Ratten.

Durch Gabe von Diethylnitrosamin, kann bei Ratten Krebgaeldst werden. Je
hoher die tagliche Dosis ist, desto schneller entwickerRatten einen Tumor. Die
Zeit von der Diethylnitrosamingabe bis zur Ausbildung desndrs heisst Latenz-
zeit. Es besteht folgender Zusammenhang

Dosis in mg/kg/Tag 0.075| 0.15| 0.3 | 0.6 | 1.25| 2.5 | 5.0 | 10.0
Latenzzeit in Tagen 1020 | 645 | 480 | 360 | 265 | 225| 150| 120

Auf den ersten Blick kann man nicht entscheiden, welcheadumsenhang besteht
(Abbildung 2.6).

1000% —

800— —
*

600— —

400— —

Latenzzeit in Tagen

200— * -

4 5 6 7 8 9 10 1
Dosis in mg/kg/Tag

Abbildung 2.6: Karzinogenese bei Ratten. Aufgetragen diadDosis an Diethylnitrosamin
und die zugehorige Zeit bis zur Ausbildung eines Tumorsdhazeit)

Tragt man die Datenpunkte doppelt logarithmisch auf semmkman den Zusam-
menhang (Abbildung 2.7). Doppelt logarithmisch bedewtass sowohl die x- als
auch die y-Achse logarithmisch sind. Hierbei ist es unditlejob man die Achsen-
skalierungen logarithmisch wahlt oder die Werte in dereli@blogarithmiert und

die Achsen linear skaliert (siehe Achsen in Abbildung 2E8 scheint ein linearer
Zusammenhang zwischen dem Logarithmus der Dosis und demrittmgus der

Latenzzeit zu bestehen:
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Abbildung 2.7: Karzinogenese bei Ratten. Aufgetragen diadDosis an Diethylnitrosamin
und die zugehorige Zeit bis zur Ausbildung eines Tumorddhzazeit) in doppelt logarith-
mischer Darstellung

Die Parametem undb kann man nun mit der Methode der kleinsten Quadrate be-
stimmen. Hierzu macht man sich zuerst die Wertetabelleadgrithmierten Werte.
Man beachte, dass diese Werte keine Einheit haben!!:

log(Dosis) -1.12| -0.82| -0.52| -0.22| 0.1 0.4 0.7 1
log(Latenzzeit)| 3.009| 2.810| 2.681| 2.556| 2.423| 2.352| 2.176| 2.079

Man erhaltm= —0.42 undb = 2.48.
Auslog(Latenzzeit= m-log(Dosis + b folgt

Latenzzeit= 10™'09(DosiS+b _ 1P pogidh — gPIn(10)+min(Dosiy

Dieser funktionale Zusammenhang ist in Abbildung 2.8 dstej&. Man hat nun ei-
ne Funktion mit der man zu einer gegebenen Dosis die Latérmtimmen kann.
In der Praxis wird die tatsachliche Latenzzeit davon ablen (Ratten sind keine
Computer). Auch weiss man nicht, welchen Gultigkeitsinéreas Gesetz hat (bei
sehr hohen Dosen werden die Ratten vermutlich viel schmBliemore entwickeln,
bei sehr niedrigen eventuell gar keine).
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Abbildung 2.8: Karzinogenese bei Ratten. Aufgetragen diadDosis an Diethylnitrosamin
und die zugehorige Zeit bis zur Ausbildung eines Tumorsghazeit) sowie der funktionale
Zusammenhang, der sich nach der Methode der kleinsten geashgibt.

11
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3 Prozessorientierte Modelle

Im vorherigen Kapitel haben wir ausgehend von Messwerteanefunktionalen
Zusammenhang hergestellt. Manchmal hat man aber das Rrobéss es keine
Messungen gibt. In diesem Fall fragt man die Experten z.Bldgeen oder Physiker
wie sich das System, das man durch ein Modell beschreibe:lhmt)/erhé@t.

3.1 Freier Fall

Will man beschreiben, in welcher Hole sich eine fallende Kugel zur Zett be-
findet, wenn sie zur Zetp = 0 in der HOheHg losgelassen wird, so wird man vom
Physiker erfahren, dass dies durch das Fallgesetz besehnard und von der Erd-
beschleunigung abhangt. Der Physiker sagt:

Die Geschwindigkei eines fallenden Korpers ist proportional zur Fallzenhit
der Proportionalitatskonstantgr{ bei Vernachlassigung der Reibung).

Man erhalt also den funktionalen Zusammenhang
v(t)=g-t

Die in einem Zeitintervall\t zuriickgelegte Streck&sist durch
As=v(t)- At

gegeben.

Tragen wir nunv in einem Geschwindigkeit-Zeitdiagramm auf, so erhalt rdan
in dem Zeitintervallt,t + At] zuriickgelegte Streckés, indem man das Intervall
mit dem Geschwindigkeitswert be#- % multipliziert. Dies entspricht gerade den
Rechtecken in Abbildung 3.1.

Die Summe der Flachen aller dieser Rechtecke ergibt geliaddacheF des grau-
en Dreiecks in Abbildung 3|1 und betragt

Das Wissen der Experten basiert dabei im allgemeinen ligitiauch auf Messungen und deren
Interpretation. Die Messdaten sind aber vielleicht im leadiér Zeit verloren gegangen.

13
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Geschwindigkeit v

3
Zeitt

Abbildung 3.1: Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm

F = S Wha) A= ST v(T)= 2T -g.T= 2g.T2
i; 2 2 2

Hierbei isttg = 0 undt, = T. Diese Flache beschreibt den dgizuriickgelegten
Weg, alscs(t) = 39-t2.
Die Position der Kugel zur Zeitbetragt danii (t) = Ho — s(t). Das Minuszeichen
rahrt daher, dass die Kugel in Richtung Erdboden, alsodhfing geringerer Hohe,
fallt. Die Hohe verringert sich also um die zuriickgete§trecke. Unser gesuchtes
Modell ist also durch

H(T)=Ho—5-g-T?
gegeben, wobei die Erdbeschleunigung 9,81 m/s? betragt.

Genaugenommen muss m@ninfinitisimal klein machen, um das richtige Ergebnis
zu erhalten. In diesem Beispiel ist die Funktion, unter deFthche bestimmt wird,
linear, so dass das Ergebnis auch so stimmt.

Anmerkung fur Analytiker: Die Momentangeschwindigkeitist die zeitliche Ableitung
des Weges, also

v(t) = %tt) =§(t) =9(t).

Daraus ergibt sich fur den Weg
t t 1 2\t 1 2
) =slio) + | v(dx=so+ | gxdx=s+ 500 =50+ 50-t
to=0 0 2 2

Die Abweichung im Vorzeichen rihrt daher, dass wir hierarmgnmen haben, dassind
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vin dieselbe Richtung laufen. Ausserdem bezeiclsine¢r wie Ublich die Position zur Zeit
t. s(tp) ist die Position zur Zeity. Das Integral ist der in der Zeit vdg bist zuriickgelegte
Weg.

3.2 Die Wurfparabel

Ein Fussball werde vom Boden aus mit einer vorgegebenenm@atgeschwindig-
keit unter einem vorgegebenen Winkel geschossen.

Wie weit fliegt der Ball bis er zum erstem Mal wieder auf dem Bodufkommt
und wie hoch kommt er, wenn wir die Reibung vernachlassijen

Vv, =V sin)

X X X Vv, =V cosf)

0 s e

Abbildung 3.2: Die Wurfparabel und die Zerlegung der Gesaohlligkeit v in die Kompo-
nentenv, undvy

Gegeben sei also der Winkel unter dem der Ball abgeschossen wird, und die
Geschwindigkeiv zur Zeittg := 0. Zunachst muss die Anfangsgeschwindigkeit
in ihre Komponenten zerlegt werden: Die zur Zeit t in x-Riglg zuriickgelegte
Strecke betragt

X(t) =vx-t=v-cosu-t.

In y-Richtung wirkt die Schwerkraft, die zur Zeit t in y-Riting zuriickgelegte
Strecke betragt also (siehe Abschnitt 3.1)

g .2 : g .2
H)=w-t—=-t*=v-sina-t—=-t°.
y() Vy 2 VSl 2

Um nun zu bestimmen, wie weit der Ball fliegt, miissen wir befden, bei wel-
chem x-Wert y gerade null wird. Bisher haben wir aber nurimfationen dariiber
zu welcher Zeit, welcher x- bzw- y-Wert angenommen wird. &dbsen wird die

15
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Gleichung fur x nach t auf und setzen das Ergebnis in diecBGleig fur y ein.

Nehmen wir mal an, dass wir denn Ball nicht senkrecht in diaéiSchiessen, also
a # 90 ° ist, unda € [0,90] (damit gilt cosx # 0), so durfen witx =v-cosa -t zu

X
t=
V- Ccot

umstellen. Einsetzen ergibt

sina g >
X) = «X— - X",
Yy cosa 2V2.coga

(3.1)

Man erhalt also tatsachlich eine nach unten geotffnetaldeh Die Schnittpunkte
mit der x-Achse erhalt man, indem man npsa: 0 setzt und nack auflost.

Man erhalt die Losungexy=0, den Abschusspunkt und

2
X = % -sina-cosa, den Auftreffpunkt. (3.2)

Um nun die maximale Flughdhe zu ermitteln, miussen wir d&¥ieyt an der Schei-
telstellexs der Parabel ermitteln. Aus Symmetriegrinden gilt= xo/2 und die
maximale Flughohgs betragt:

_sina g 5

Ys= cosn T 22 co2a S (3.3)

Zahlenbeispiel: Der Abschusswinkel sax = 40 °, die Anfangsgeschwindigkeit
v = 50kmy/h. Die Fallbeschleunigung betragt auf der Egde 9,81 m/s?.
Zuerst muss die Geschwindigkeit in die richtigen Einheitergerechnet werden:

50k_m _ 50 1000m

m
h 3600~ 13895

Einsetzen ergibt (Achtung: Winkel in Grad und nicht in Bogef):

Xe ~ 19,36m Ys~4,06m
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Der Fussball fliegt 19,36 m weit und erreicht eine maximalgyrbhe von 4,06 m .

Betrachten wir nun den Fall, dass der Abschusspunkt nidliteaa Boden, sondern
in HoheH vom Boden entfernt ist. Dann ist die Hohe des Balles durch

sina g 2

X — - X 34
cosa 2V2.co2a (3.4)

y(x) =H+
gegeben (vergleiche Gleichung 3.1).
Man erhalt die Flugweite, indey(x) = O gesetzt wird und die Gleichung naxh
aufgelost wird. Es existieren zwei Losungen, die man kiw@sen der quadrati-
schen Gleichung erhalt:
V2 . . 2gH
X1,2 = — COSU [ sina £ 4/sirfoa+ = | , (3.5)
g Vi
von denen die positive die gesuchte Flugwaiest.
FirH = 0 erhalt man wiederum das Ergebnis laus 3.2.
Der Scheitelpunkt der Parabel liegt B&2. Er ist unabhangig voHi:

V2
Xs = 9 -sina - cosa (3.6)

Einsetzen vorxs in Gleichung 3.4 ergibt die maximale Flughdhe (vom Bodes au
gemessen):

sina g 5
Y v 2 3.7
¥s teosa T 22 coga S (3.7)

17
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Aus der Mikrobiologie ist bekannt, dass sich BakterienganiArten alle 20 Minu-
ten teilen. Wir nehmen an, dass sich dabei auch die Baktaoerasse alle 20 Mi-
nuten verdoppelt. Ein Bakterium hat in etwa einen Durcheregsn 05um.

Zielfrage: Wieviele Bakterien entstehen aus einer vorgegebenen Anzainer
vorgegebenen Zeit?

Anhand der uns zur Verfugung stehenden Information st&lie folgendes Wachs-
tumsmodell auf:

Bakterienzahl zur Zeit to = Omin X0
t1 = 20min X1=2-Xo
to =40min Xp0=2-X1=2-2-Xo
th=n-20mMmin X, =2-X_1=2----2-%=2"-Xp

Man erhalt das Wachstumsmodell des exponentiellen Waetssin expliziter Dar-
stellung

Xn = 2n X0,
oder in impliziter (rekursiver) Darstellung
Xn=2-Xn-1,

wobei jeweilsxg als Anfangswert vorgegeben wird.

Anmerkung fur Analytiker:

Beweis der expliziten Formel durch vollstandige Induktio
Induktionsanfangn =0 : xg = 20-xg

Induktionsschritn—1 — n:

Es geltex,_1 = 2"1.xp, dann ist

Xn=2%X1=2-2"1.xg=2"xg.
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Uberpriifung der Plausibilit &t des Modells

Wieviele Bakterien gibt es nach einem Tag und welches Voiunehmen sie ein ?

Ein Tag hat 243- 20 Minuten, enspricht also 72 Zeitschritten. Unter der Aima,
dass zu Anfang ein Bakterium existiert, hat man nach 72 &wiitsen

X72 — 272 — 1072'092% 1021.674 ~ 47 . 1021

Bakterien.

Nun, solch eine Zahl sagt uns anschaulich nicht mehr vidlaGen wir uns das Vo-
lumen an. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass diecBakt kugelformig
sind und trotzdem dicht an dicht (ohne Licken) gepackele@amit unterschatzen
wir das tatsachliche Volumen.

Das VolumerVg eines Bakteriums mit einem Durchmesser von
d =0.5um = 0.5- 10 %m betragt

4 3 4 3 1
Vg = —n(g) - §n<0.25- 10—6> P = 710 18

Das Gesamtvolumevi betragt also nach einem Tag

V =x72-Vg = 47-10%°. 4—18-11- 10 8mP ~ 3-10°m° .
Dieses Volumen entspricht einem Quader der Kantenlange 3émx 10m, also
in etwa einem grof3en Seminarraum.
Vielleicht ist die von uns angenommene Wachstumsrate z®.gro
Bisher ist die Zahl der Bakterien, die pro Zeitschritt hikaonmt, genausogrol3 wie
die Zahl bereits existierender Bakterien. Biederung der Zellzahl ist also zu jeder
Zeit die Zellzahl selbst:

Xn+1:2‘Xn:Xn+Xn:Xn+1'Xn

Die Wachstumsrate betragt 1.
Vielleicht missen wir diese Wachstumsrate verringerzeetvir anstelle von 1 nun
den Parametarein, so erhalten wir folgendes Modell:

Xni1 =Xn+T-Xn = (141) X reRT’

19
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Wir erhalten nun folgende explizite Darstellung:

Xni1 = (1471) Xn=(14r1)- (14+1) Xy 1=...= (14+1r)"1.xg
oder anders geschrieben
Xn = X0 (1—1— r>n =X eln(1+r)n _ Xo‘en-ln(1+r)

Es handelt sich hierbei um das Modell des exponentiellerh$fams. Fir jede po-
sitive Wachstumsratewachst die Zahl der Bakterien schliesslich Uiber alle Geen
Also wachst die Bakterienzahl auch dann Uber alle Grenzenn wir die Wachs-
tumsrate verringeren (Abbildung 3.3).

Exponentielles Wachstum
T

%% Wachstumsrate r=1,0 *
1x106 — +-+ Wachstumsrate r=0,8 -

S
[ +
c
2
g 5 *
<5x10° 7
m +
* 4
*  F
+
FENIPIRIPE 5 . & ST
5 100 15 20 25
Zeitschritte

Abbildung 3.3: Vergleich des exponentiellem Wachstumsdiéd Wachstumsrate= 1 (*)
undr = 0,8 (+).

Nun, irgendetwas ist also immer noch falsch. Wir haben bisime sehr grobe Ziel-
frage im Auge gehabt. Anfangs wurde nicht spezifiziert viéiche Zeitraume das
Modell Gultigkeit haben soll. Wenn wir die Zahl der Bak&srinach wenigen Stun-
den bestimmen, so scheint das Modell plausible Ergebniskeferen Jbung).

Wir miissen also entweder den Gultigkeitsbereich eirgsdten oder das Modell an
den gewiinschten Gultigkeitsbereich anpassen. Zuetfitsth die Frage, warum
der Gultigkeitsbereich eingeschrankt ist.

Bakterien brauchen zum Wachstum Nahrstoffe und i.a. StaférLasst man eine
Bakterienkultur in einer Petrischale auf Nahrlosunggsn, so wird die Nahrlosung
nach und nach verbraucht. Je dicker der Bakterienrasen @ésdo schlechter wer-
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den innen liegende Zellen mit Sauerstoff und Nahrstoffersergt. Es gibt also
eine Nahrstofflimitierung und eine Limitierung durch deur ¥erfigung stehen-
den Platz. Bakterien werden also mit abnehmendem Nahrstad Raumangebot
immer langsamer wachsen und sich dementsprechend auch setener teilen.

Wir missen die Wachstumsrate mit zunehmender Baktefiéabmehmen lassen,
also

Xnt+1 = Xn+ R(Xn) - Xn

wobeiR nun eine Funktion der Bakterienzahl ist, die monoton falleain soll, also
z.B.

X

R =1- 1500000

Fur sehr kleine Bakterienzahlen betr&nahezu 1, und wird immer kleiner, je
mehr sich die Zahl der Bakterien einer Million nahert.

Wir erhalten also das verbesserte Modell:

JR— —_— 7Xn .
Xn+1 =X+ (1 100000() %n

Um nun nicht immer 1000000 schreiben zu missen, setzenxli080000.
K heisst Kapazitat der Bakterienpopulation.

X
Xn+1 = Xn+ (1—%> “Xn

Dieses ist das Modell des logistischen Wachstums. Fim&lBakterienzahlen wachst
die Population nahezu ungebremst. Je grofRer die Populaird, desto langsamer
wachst sie (Abbildung 3.4).

Auch das logistische Wachstum kann man verallgemeinern:

xn+1:xn+r-<1—%>-xn reR" (3.8)

Ist die Zellzahl sehr klein gegenuiber der Maximalkapzh&tragt die Wachstums-
rate nun in etwa.

Die rechte Seite kann man nun als Funktion der Zellzaddhreiben. Sie gibt an,

21
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L S s s s s s s s s s s e
%% Exponentielles Wachstum *
1x1067 +-+ Logistisches Wachstum 4ottt
+
<
©
N
I '
o
= 5 *
X 59X [ N
< 5x10
om
*
¥
sk tedekdevededere X 1
0 5 10 15 20 25
Zeitschritte

Abbildung 3.4: Vergleich zwischen exponentiellem Wachstind logistischem Wachstum.

wie grol3 die Zellzahl im jeweils nachsten Zeitschritt ist:

r

f( =x+1 (1 2 ) ox= =@+ (147) X = (140 (U g 9

K K

Die Zellzahl ist also als Funktion der Zellzahl im vorhenggeitschritt zu verste-
hen. Der Zeitschritt spielt nun keine Rolle mehr. In Abbitgi8.5 ist der Graph der
Funktionf fur K = 1000000 und = 1 gegeben. Es handelt sich um eine nach unten
geobffnete, gestauchte und nach rechts verschobene Rarabe

Es gilt:

« f(0)=0, d.h wenn keine Bakterien da sind, entstehen aurteke

» f(K)=K, wenn die Bakterienzahl gerade gleich der Maxinzgdkzitat ist, verandert
sie sich nichts mehr,

» fir 0 < x <K, gilt f(x) > x, die Zellzahl nimmt zu,
* furx> K, gilt f(x) < x, die Zellzahl nimmt ab.

Zeichnet man zusatzlich die Geragle x in den Graphen ein, so geben die Schnitt-
punkte des Graphen der Geraden mit dem Graphen der Funidradeydie Zell-

zahlen an, bei denen sich nichts mehr andert, &gb= x gilt. In unserem Beispiel
also, wenn

x+r-(1—%>-x:x oder r«(l—é)-x:o

gilt. Dies gilt fur x=0 und x=K.



Mathematische Modellbildung SS2005 Kapitel 3 — Prozessorientierte Modelle

— g(x)=x
— f(x) = x + r*x(1-x/K)

r=1.0, K= 1 000000

Bakterienzahl in Millionen zur Zeit n+1
X

|
0 X1 2 X3 1 2

Bakterienzahl in Millionen zur Zeit n

Abbildung 3.5: Graphische Losung des Modells zum logists Wachstum.

Man kann das Modell auch graphisch simulieren. Dazu wahM ginen Anfangs-
wert fur die Zellzahlen und bestimmt die Zellzahlen degéaiden Schritte, wie in
Abbildung 3.5 dargestellt.

3.4 Rauber-Beute-Modell

In diesem Abschnitt soll das Zusammenspiel zwischen eieetdpopulation, z.B.
Hasen und einer Rauberpopulation, z.B. Fiichse simuliertien (Abbildung 3.6.
Hierzu machen wir folgende Annahmen.

wachsen Hasen fressen Fiichse sterben
—
(Beute) (Réauber)

Abbildung 3.6: Diagramm des Rauber-Beute-Systems. DafldPfeben den Biomassen-
fluss an.

1. Die Hasen wachsen in jedem Zeitschritt in AbhangigkeitAinzahl der aktuell
vorhandenen Hasen.

2. Die Fuchse fressen in jedem Zeitschritt einen Teil deséda umso mehr, je
mehr Hasen da sind.

3. Ein Teil der Fuchse stirbt in jedem Zeitschritt.

Sei B, (Beute) die Anzahl der Hasen umty (Rauber) die Anzahl der Fichse im
Zeitschrittn

Zur Zeit O sei die Zahl der Hasé8y = 200, die Zahl der Fuchdgy = 20.

23
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Wir nehmen in Kauf, dass auch nicht-ganzzahlige Werte vorken konnen. Wen
das stort, der kann als Einheit auch kg Hasen und kg Fuchbiew. Als Zeitschritt
konnen wir z.B. 1 Tag wahlen.

Das Wachstum der Hasen wird wie in Abschnitt/ 3.3 durch
Bni1=Bn+r-Bn

beschrieben. Hierbei istdie Wachstumsrate der Hasen. Wir nehmen an, dass die
Wachstumsrate der Hasen= 0.01 pro Tag betragt. Das bedeutet, dass die Ha-
senpoulation jeden Tag um 1 % wachst, wenn keine Hasensgefieverden. Die
Abnahme der Rauber ist durch

Rni1=Ro—s-Ry

beschrieben.Hierbei istdie Sterberate der Rauber. Wir nehmen an, dass die Ster-
berate der Fichse= 0.05 pro Tag betragt .Das bedeutet, dass die Fuchspopulation
jeden Tag um 5 % abnimmt, wenn nichts gefressen wird.

Nun missen wir noch bericksichtigen, wieviel ein Fuclsstr Klar ist, dass er
nichts zu fressen findet, wenn es keine Hasen gibt, und dassser mehr frisst, je
mehr Hasen da sind (er muss dann nicht so lange suchen). RiestMansrate der
Fuchsew wird also von der Hasenzahl abhanger- f(B), z.B.

w=Db-B

Setzen wir fur den Parameter= 0.0004, dann gilt bei 100 Hasen gerage- 0.04.
Stehen den Fuchsen 100 Hasen als Nahrung zur Verfugung,ikee Population
am Tag 4% wachsen (dies ist unrealistisch, aber es ist emesgiaches Modell).
Nun missen wir nur noch die gefressenen Hasen bei den Hagehan und bei
den Fuchsen addieren:

Bnyr = Bn+r1-Bn — b-By-Ry (3.9)
Rit1 = Ro+Db-Bn-Ry—s-Ry
Betrachtet man nun die Hasen- und Fuchszahl von Zeitsebrieitschritt (Abbil-

dung@%) so fallt folgendes auf: Beide Populationen oszillierBoerst steigt die
Zahl der Hasen. Dadurch steht den Flichsen mehr Nahrungerfirgving und ihre

2Um dieses Ergebnis zu erzielen, muss man einen kleineréschattAt wahlen.

24
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Zahl steigt kurz darauf ebenfalls. Dies reduziert die Zanlldasen wieder und den
Fuchsen steht wieder weniger Nahrung zur Verfugung usw..

— Hasen (Beute)
— Fichse (Rauber)

200

150

Anzahl

100

SOWU\/\
o | |

0 500 1000 1500 2000
Zeit in Tagen

Abbildung 3.7: Losungskurven des Rauber-Beute Syst&igsKurven bestehen aus Ein-
zelpunkten (kann man nicht sehen, da es zuviele sind), daugasndeliegende Modell ein
Differenzengleichungsmodell ist.

Dieses Modell wurde in den zwanziger Jahren von Lotka undexa entwickelt
und heisst auch Lotka-Volterra-Modell. Dieses Modell karatirlich verbessert
werden. Folgende Verbesserungen fallen einem sofort ein:

» Die Hasen durfen nicht unbegrenzt wachsen, wenn keimdigéida sind. Es
muss eine Maximalkapazitat wie in Abschnitt 3.3 geben.

» Die Fiche mussen satt werden. Die Zunahme der Wachsitender Flichse
darf nicht linear von der Zahl der Hasen abhangen.

* Nur ein Teil der Hasen kann als Nahrung verwertet werdet (irRe Knochen
werden ausgeschieden).

Verbessern wir das Modell nun dahingehend, dass wir einanvikapazitat fur
Hasen beriicksichtigen. In diesem Fall wird das WachstunHdsen durch Glei-
chung 3.8 beschrieben, und das vollstandige Modell lautet

B
Bri1 = Bn—l—r-Bn-(l—?n) — b-Bn-Ry (3.10)

Ris1 = Rn+bByRy— s Ry
Das Modell ist mitAt = 0.1 gelost.

Ryt = Ri+ (b-Bh-Ry — s-Ry)-At

25
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Die Modellergebnisse sind in Abbildung 3.8 fkir= 250 undK = 500 dargestellt
(andere Parameter wie bisher). Die Osszillationen sinchmeimr oder weniger stark
gedampft. Die Zahl der Hasen und Fuichse strebt letztli¢kkanstante Werte zu.

— Hasen (Beute) — Hasen (Beute)
—— Fuchse (Rauber) —— Fuchse (Rauber)

200 200

150 150

Anzahl
Anzahl

100 100

Sob\N\A SOM/\/\/W

| | |
0 500 1000 1500 2000 OO 500 1000 1500 2000

Zeit in Tagen Zeit in Tagen

Abbildung 3.8: Losungskurven des Rauber-Beute Systeinsiner Maximalkapazitat fur
die Hasen (Beute) voK = 250 (links) undK = 500 (rechts).

Auch dies ist nicht unbedingt realistisch. Weitere Modifigkaen des Modells kbnnen
aber zu einem realistischeren Modellverhalten fuhren

Leider konnen diese Modifikationen im Rahmen dieser Varigsnicht naher un-
tersucht werden. Dies ist Gegenstand der VorlesuplyErthematischen Modellie-
rung* und, Dynamische Systeme".

Anmerkung fur Analytiker: Dieses Modell instabil. Letztlich wird die Zahl der Hasen
und Fuchse immer starker oszillieren. Dies wird man inn2es los, wenn man das System
als Differenzialgleichungssystem berechnet. Trotzdesibbks ein singulares Modell, da
es stabil aber nicht asymptotisch stabil ist.
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4  Wie arbeitet ein Computer?

Wie kommt ein Taschenrechner ayf = 1.4142135..?

Es stellt sich also die Frage, wie man eine Zafihdet, fur diex? = 2 gilt.

Schauen wir uns das ganze mal grafisch an. Die Flache einagdr&s mit der
Kantenlange betragtF = a2. Ist nun die Flach& gegeben und gefragt , wie groR
ist die Kantenlanga des Quadrats ist, so lautet die Losung +/F. Wir haben also
guasi dasselbe Problem.

Beginnen wir mit einem Rechteck. Wahlen wir als erste gr8bleatzung fur eine
Kantenlange den Werlp, so muss die andere Kante die Lar;%ehaben, damit
die FlacheF herauskommt, denk = xo-%. Im allgemeinen wird nun aber die
eine Kante langer als die andere sein. (Wenn nicht sindckios fertig, denn dann
haben wir bereits ein Quadrat und die gesuchte Kantenlange

F/x

n

Abbildung 4.1: Idee des Heron-Verfahrens

Wir werdenx bestimmt verbessern, wenn wir den Mittelwert der beident&alangen
als eine Kante wahlen. Wir setzen also

2 (o 50)
X1=5|\ X+
2 X0

und wiederholen das Verfahren:

1 F
— = _ 4.1
Xn+1 5 (Xn+ Xn) (4.1)

Dies machen wir nun so oft, bis die von uns gewiinsche Gekeitiiger Losung
erreichtist, alsxp 1 ~ o] gilt.

Die Vorschrift 4.1 heisst Heron-Verfahren. Das Verfahrasibrt darauf, dass mit

einem Wert in der Nahe der Losung gestartet wird, der 8dhiriSchritt verbessert
wird.
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Solch ein Verfahren (oder ein ahnliches) ist in fast jedeaachenrechner enthal-
ten, man sagt auch implementiert. Ein solches Verfahrenoappiert die Losung
Schritt fur Schritt. Das Verfahren, dass ein Taschenrechanutzt ist also ein Nahe-
rungsverfahren. Und damit sind wir beim wichtigsten Puriderhaupt:

Ein Computer kann nicht genau rechnen!

Nun, was bedeutet dies ?

Will man eine Zahl, z.B.1t in den Taschenrechner eingeben, so ist irgendwann
Schluss. Manche Taschenrechner haben 8 Stellen andereofdhuier eventuell
beliebig aber endlich viele. Daunendlich viele Nachkommastellen hat, kann man
gar nicht erwarten, dass ein Rechner das kann, man konjaengsht mal richtig
eingeben. Welche Konsequenzen hat das?

Wenn man eine Berechnungen durchfuhrt, werden also Fgéfeacht. Diese kon-
nen Abbruchsfehler sein, die dadurch entstehen, dasstdiechdiche Zahl mehr
stellen hat, als der Rechner bearbeiten kann. Oder es wEetdar gemacht, weil
ein Verfahren, z.B. das Heron-Verfahren zum Wurzelzielnem eine gewisse An-
zahl mal wiederholt wird. Was nun ?

Die Numerik liefert zu allen Verfahren Abschatzungen, giel3 diese Fehler sind.
So kann man sich zu einem gegebenen Problem das Verfahramskachen, das
fur dieses Problem genau genug arbeitet. Man kann also Gemmpdoch mehr an-
fangen als eMails zu verschicken. Nur, wie bringe ich dem Quter etwas bei, das
er noch nicht kann? Hierzu ein kleiner Ausflug in die Funksirise des Compu-
ters:

Ein Computer versteht keine Zahlen und Buchstaben. Aucmd&s ihm erst bei-

gebracht werden. Glucklicherweise haben das schon afittenes erledigt. Auch

ist es nicht selbstverstandlich, dass wir etwas auf detafi@sschreiben und dies
dann auf dem Bildschirm zu sehen ist.

Die Grundidee der Umsetzung aller Eingaben in einen furClemputer verstand-
liche Sprache sind die zwei Zustang®trom an“ (1) und,Strom aus* (0). Wir
machen nun einen Riesenschritt und landen beim Binarsyste
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Im Alltag rechnen wir im Dezimalsystem. Wir haben uns so darawohnt, dass es
uns gar nicht mehr bewusst ist. Wir stellen Zahlen durch diferd 0— 9 dar. Sei
eine Zahla durch die Ziffernfolgeazara;ag beschrieben, so isly der Koeffizient
zu 1@, a; zu 1@, a» zu 1% undag zu 1G:

a=az - 10°+ay-10°+a;- 10+ ag- 10°

Was ist nun, wenn unser Zahlensystem nicht aus den Ziffer® 8ondern nur aus
den Ziffern 0 und 1 besteht? In diesem Fall ist mit einer Zamiit der Ziffernfolge
b1bobsb,, wobei dieb; nur 0 oder 1 sein kdnnen, folgendes gemeint:

b:b3-23—|—b2~22—|—b1-21—|—b0~20

Wir kdnnen somit die Zahb, die in der Binardarstelluny;bobsbs angegeben ist,
in das Dezimalsystem umrechnen, zum Beispiel

1101Gn=1-2*+1-2840-224+1- 21+ 0- 28 = 26pec

Im Binarsystem tauchen nur die Ziffern 0 und 1 auf, denn satie 2 kann man als
1- 2% schreiben.

Man kann also alle Zahlen nur mit den Ziffern 0 und 1 darstelfeusserdem kann
man Zahlsysteme fur jede beliebige Ziffernzahl angebe®, lzeisst das System
bestehend aus den Ziffern 0,1,2 Ternarsystem.

12026 er=1-3*+2-3340-3%2+2.31+0- 33 = 141pec

In der Computerei bedeutend sind das Oktalsystem (0-7) aadHéxadezimalsy-
stem bestehen aus 16 Ziffern. Hier nimmt man zu den Ziffer®Goch die Ziffern
A,B,C,D,E,F zur Hilfe. A steht fur 10, B fur 11 usw.

12ACHEx = 1-16°+2.16°+10-16' + 12- 163 = 4780bec

Man kann also mit dem Binarsystem alle Zahlen durch dieghds, Strom an“ (1)
und,Strom aus” (0) darstellen. Durch die Codierung von Buclestalnd Sonder-
zeichen durch Zahlen kann man also alles darstellen, wasmbaraucht.

Im Binarsystem kann man nun wie in jedem Zahlsystem rechBetrachten wir
zunachst das Dezimalsystem. Beim schriftlichen Addiengaier Zahlen machen
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wir immer dann einetubertrag, wenn das Ergebnis 9 iibersteigt:

1 5
+ 1; 7
3

Genauso verfahren wir beim Addieren zweier Zahlen im Biggitem, nur dass man
jetzt schon einetybertrag machen muss, wenn das Ergebnis 1 tibersteigt:

1giN + 1gin = 10IN

1 1 0 1
+ 1, 1, 13 1
11 1 0 O
Multiplizieren im Binarsystem funktioniert ahnlich wien Dezimalsystem, man
muss nur mit den mehrfachdsbertragen aufpassen, daher schreibt man sich die
grof3ere der beiden Zahlen am besten nach vorne:

*

1 101 1 0

1

[
P O R
o
P P
=

1 1 1 1 1
1 01 00010
Die Zwischenzeile gibt di¢Jbertrage bei der Addition an. Muss man mehr Zeilen

addieren, so kbnnen sich weitddbertrage ergeben:

11 11*11011
1 111
1 111
0
1111
+ 1 111
1 1

11 1 11

110010101
Nun sind noch einige Begriffe zu klaren. Eine Speicheezieil Computer kann den

Zustand 0 oder 1 annehmen. Eine solche Speicherzelle lieindlao ein Bit (kurz
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fur binary digit, eine Binarziffer). Will man nun grof&Zahlen speichern, braucht
man wie oben gesehen mehrere Bits.

Ein Oktett von Bits (also 8 Bits) bezeichnet man als Byte.1@abhlich sind hierbei
die Vorsilben,kilo*(k), ,Mega®“(M), , Giga"“(G) und, Tera“(T).

Hierbei bezeichnet ein kByte allerdings nicht, wie zu etearware, 1000 Byte
sondern 29 Byte = 1024 Byte. Ein Megabyte sind dann 102824 Byte us

Eine CD-ROM mit 640 MB hat dann also
640-1024- 1024 Byte = 6401024- 1024- 8 Bit.

Auf die weitere hardwaremafige Umsetzung kdnnen wir irnrRen der Vorlesung
leider nicht eingehen, wir springen daher direkt zur Progréerung.

4.1 Einfihrung in die Programmierung

Wie bereits erlautert, versteht der Computer,j&trom an“ und,Strom aus*. Damit
wir uns aber nicht mit Nullen und Einsen herumschlagen eniisgibt es Program-
miersprachen. Programmiersprachen sind Sprachen, dismEimehr oder weni-
ger leicht erlernbar sind, und unsere Befehle (Uber eidgeschenstufen) in die
bendtigten Nullen und Einsen umsetzen. Programmierspralbestehen aus Voka-
beln, die gewisse Anweisungen codieren und je nach Spratdkeschiedlich sein
konnen.

Im folgenden wird die alte Sprache BASIC (Beginner’s Allrpose Symbolic In-
struction Code) vorgestellt. BASIC ist zwar heutzutagehhimehr aktuell, bietet
aber den \Vorteil, dass man die Grundprinzipien der Progr@&nmmg sehr gut damit
erklaren kann. Im tbrigen gibt es BASIC kostenlos im In&tr so dass jeder damit
arbeiten kann. Man findet im Internet verschieden BASICesBkann man als un-
terschiedliche Dialekte auffassen. Sie sind sich grd8ilsrsehr ahnlich, besitzen
aber haufig Erweiterungen dgdrsprache”, die sehr nutzlich sind. Im folgenden
wird SmallBasi@ benutzt.

Die folgende Einfuhrung ersetzt keinesfalls einen Prnogngerkurs, sondern kann
nur einen Einblick in die Funktionsweise einer Programspegche geben.

1Bei Uibertragenen Datenmengen pro Zeiteinheit werdenelgiely Zehnerpotenzen zugrundegelegt,
so dass 1 kBit/s = F0Bit/s = 1000 Bit/s (1 Kilobit/Sekunde) sind.

2 SmallBasic ist von Nicholas D. Christopoulos. Es ist sogee Freeware unter der GNU Public
License. Man findet es unter http://smalbasic.sf.net
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Ein SmallBasic-Programm besteht aus einer Abfolge von Asuvegen. Man schreibt
diese Anweisungen in eine Datei und speichert sie. Der Datee soll dabei die
Extension (das nach dem Punkéls haben, z.Bmyfirst.bas . Unter Linux kann
man das Programpiaufen lassen®, indem man

shasic myfirst

eingibt. Das Programm wird nun Zeile fur Zeile abgearheite

Unter Windows gibt es ein GUI (graphical user interface prache Benutzer-
schnittstelle), das SBP&dNach Aufruf von Smallbasic wird das GUI geoffnet
und man kann gleich im Editor (Karteikarte Editor) lossdhea. Wenn man nun
File/Save auswahlt, wird das Geschriebene in einer Datei gespeiahererhalt
automatisch die Extensiobas .

Durch Ausfuihren vorProgram/Run  kann man das Programjtaufen lassen®. Die
Ausgabe des Programms erscheint auf der Karteikarte Qutput

SmallBasic kann naturlich ganz normal rechnen. Will ma8 8schnen, so muss
man

PRINT 3+8

im Editor eingeben und durdRun laufenlassen. Der Output ist dann

11

Der Befehlprint  dient dazu, dass das Ergebnis ausgegeben wird. Gibt m&r&ur
ein, erhalt man eine Fehlermeldung, dass SmallBasicmigséehl nicht kennt.
Haufig will man das Ergebnis aber gar nicht ausgeben sontenreiteren Verlauf
des Programms benutzen. Dazu kann man das Ergebnis einablgarzuweisen.
Will man das Ergebnis in der Variablen a speichern, so muss ma

a = 3+5
eingeben. Mit diesem Befehl wird fur die VarialdeSpeicherplatz eingerichtet, in

den das Ergebnis geschrieben wird.
Betrachten wir folgendes Programm

a = 3+3
a = atl
PRINT a

3Das ausfilhrbare Programm heiSB8pad.exe und liegt je nach Installation meistens in
C: \programme \smallbasic
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NachRun erscheint im Ausgabefenster das Ergebnis 7. Wie kommt tNasf Ab-
arbeitung der ersten Ziele stehtirine 6. In der zweiten Zeile wird zu dem Wert in
a 1 addiert und das Ergebnis wiegezugewiesen. Nun hatden Wert 7. Die zweite
Zeile ist also nicht im mathematischen Sinn zu verstehes. Glaichheitszeichen
darf hier nicht al\quivalenzrelation verstanden werden, sondern symleotisine
Zuweisung. Das Ergebnis des Ausdrucks, der rechts voml@ileitszeichen steht,
wird der Variabeln auf der linken Seite zugewiesen. Dabbrtfdie Zeilea+1=a zu
einer Fehlermeldung.

Was niitzt einem nun eine Programmiersprache? Solche Regén kann ein Ta-
schenrechner doch viel bequemer ausfuhren!

Haufig muss man ahnliche Rechenschritte oft hintereieaadsfihren. Will man
z.B. die Zahlen von eins bis 100 aufaddieren (und kennt diel3sehe Formel
nicht), so ist das sehr mihsam. Mit einer Programmier$erast das auch ohne
Gaul3sche Formel sehr einfach.

In einer Programmiersprache gibt es viele Befehle, dieneidas Leben leicht ma-
chen. Um Befehle mehrfach hintereinander auszufuhretregisogenannte Schlei-
fen:

FOR i=1 TO 5
print i
NEXT i

Das Beispiel zeigt die sogenanm@R-NEXTF Schleife. Man wahlt eine Laufvaria-
ble (hieri), die initialisiert wird (=1 ) und einen Endwert (5) bis zu dem die Schleife
abgearbeitet werden soll. Das Ende der Schleife ist dunciBdéhINEXT gekenn-
zeichnet. Beim Programmlauf wird in dEORZeile i auf 1 gesetzt, dann wird die
Anweisung zwischeRORundNEXTZeile abgearbeitet und dann wieder nach oben
gesprungen. Dies wird sooft wiederholt bisden Endwert erreicht hat. Das Ergeb-
nis dieses Programms ist

a1 A W N

Nun konnen wird die Zahlen von 1 bis 10 addieren:
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summe=0

FOR i=1 TO 10
summe= summe+i

NEXT i

PRINT summe

In der ersten Zeile wird die Variableummeinitialisiert. Dies ist wichtig, da in-
nerhalb der Schleife die Variable auf der rechten Seiterituft/ergisst man die
Initialisierung, hasummekeinen Wert und kann folglich auch nicht verrechnet wer-
den. In der Schleife wird der aktuelle Wert voreum aktuellen Wert voisumme
addiert und das Ergbnis summegespeichert. Nach Verlassen der Schleife wird das
Ergebnis ausgegeben.

Als nachstes wollen wird das Programm hiibsch machen. Esirs® nach einer
Zahl fragen, bis zu der alle naturrlichen Zahlen von 1 andditt werden sollen,
und das Ergebnis ausgeben.

PRINT "Dieses Programm berechnet die Summe der Zahlen von 1 b is N"
INPUT "Bitte N eingeben:", n
summe=0
FOR i=1 TO n
summe= summe+i
NEXT i

PRINT "Ergebnis:", summe

Die erste Zeile gibt einen sogenannten String aus. Eindisireine Zeichenkette.
Diese wird in Ganseful3chen gesetzt. In der zweiten Zeitd mit dem INPUT-
Befehl ebenfalls zuerst ein String ausgegeben und danni@lfidgabe gewartet.
Im Ausgabefenster erscheint bis hierhin:

Dieses Programm berechnet die Summe der Zahlen von 1 bis N
Bitte N eingeben:

Nun kann man z.B. 5 eingeben. Danach wird das Programm atismmaveiter
abgearbeitet und es erscheint

Ergebnis: 15

Bis jetzt muss man fur n eine naturliche Zahl eingebent @ian z.B. 5.5 ein, so
ist das Ergbnis auch 15, da die FOR-NEXT Schleife nachsadht, < n gilt, und
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dass ist auch fur n=5.5 der Fall (da Programmierspracheardgischen Notation
folgen, werden Kommazahlen wie beim Taschenrechner mgneiRunkt statt ei-
nem Komma eingegeben). Trotzdem ist das Verhalten desd&mogs nicht schon.
Besser ware es, es wirde uberprufennaixhtig eingegeben wurde. Wir wollen
das Programm nur dann ausfuhren, wargine nattrliche Zahl ist. Dazu missen
wir zuerst Uberpriufen, ob der ganzahlige Anteil vogleichn selbst ist. Der ganz-
zahlige Anteil vonn wird durchINT(n) berechnet. Zur Abfrage braucht man eine
sogenannt& -Anweisung:

PRINT "Dieses Programm berechnet die Summe der Zahlen von 1 b is N"
INPUT "Bitte N eingeben:”, n
IF n=INT(n) THEN

summe=0
FOR i=1 TO n

summe= summe+i
NEXT i
PRINT "Ergebnis:", summe
ENDIF

ZwischenlF und THENsteht eine Aussage, die wahr oder falsch sein kann. Man
beachte, dass in diesem Zusammenhang das Gleichheiesz@icmathematischen
Sinne gebraucht wird. Ist die Aussage wahr, dann wird alléschenlF undENDIF
ausgefuhrt, sonst nicht.

Jetzt fehlen noch zwei Sachen. Erstens wollen wird, dassnesMeldung gibt,
wenn ein falsches eingegeben wird, und zweitens missen wir abfangen, dass ei
n kleiner als 1 eingegeben wird. Es miussen also zwei Bedgeu gleichzeitig
erfullt sein, namlicm>1 undn=INT(n) . Dies erreicht man durch

IF n=INT(n) AND n>1 THEN

Eine Meldung soll erscheinen, wenn mindestens eine deebeldissagen falsch
ist. Dann ist aber nach der Aussagenlogik auch die gesangsa@je falsch. Man
muss im Programm also eine Meldung ausgeben, wenn die AeigsagchenF
und THENfalsch ist . Die erreicht man, wenn man dike Bedingung um ein&LSE
Anweisung erweitert.
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PRINT "Dieses Programm berechnet die Summe der Zahlen von 1 b is N
INPUT "Bitte N eingeben:”, n
IF n=INT(n) AND n>1 THEN

summe=0
FOR i=1 TO n
summe= summe+i
NEXT i
PRINT "Ergebnis:", summe
ELSE
PRINT "Die Eingabe ist unzul assig!"
ENDIF

Alles, was nunzwischeBLSE undENDIF steht, wird ausgefuhrt, wenn die Aussage
zwischenF undTHENfalsch ist.

Nun wollen wir das Programm ja nicht jedesmal neu startemmaine falsche
Eingabe gemacht wurde.

Hierzu gibt es eine weitere Schleifenart, die sogenaliftii E-Schleife. Bei ei-
ner WHILE-Schleife werden Anweisungen zwisch@ilLE und WENDsolange aus-
gefuhrt, solange eine Bedingung wahr ist.

a=1

WHILE a<1.3
a=a+0.1
print a

WEND

Die Ausgabe des Programms ist

11
1.2
13

Der letzte Schleifendurchlauf findet bei a=1.2 statt. Daima &ber a noch um 0.1
erhoht und erst dann ausgegeben. Damit konnen wir dasdPnog verbessern:

PRINT "Dieses Programm berechnet die Summe der Zahlen von 1 b is N"
OK=0

WHILE OK=0

INPUT "Bitte N eingeben:”, n
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IF n=INT(n) AND n>1 THEN
summe=0
FOR i=1 TO n
summe= summe+i
NEXT i
PRINT "Ergebnis:", summe
OK=1
ELSE
PRINT "Die Eingabe ist unzul assig!"
ENDIF
WEND

Wenn eine zulassige Zahl eingegeben wurde, wird OK auf étgesnd die Schleife
damit beendet. Anderenfalls wird nach erneuter Eingabeagef

Man kann in BASIC dies&/HILE-Schleife auch durch eine Sprunganweisung erset-
zen. Da dies aber ein veralteter Programmierstil ist, desetu untibersichtlichen
Programmen fuhrt, wollen wir darauf nicht naher eingehen

Unterprogramme

Nun werden Programme recht schnell untibersichtlich. Dshes gut Funktionen
zu schreiben, die einen Teil der Berechnungen ausfihrémnlas Ergebnis zuriick-
geben.

Wollen wir z.B. die Kreisflache fur verschiedene Radierellnen, so ist es hilf-
reich eine Funktion zu schreiben, die ganz allgemein diesaehe als Funktion
des Radius zuruickgibt:

FUNC flaeche(r)
flaeche =
END

Am Ende der Funktion muss eine Variable, die genauso hewsstdie Funktion
selbst, den Riickgabewert, also das Ergebnis, enthaltemun die Flache der Krei-
se mit den Radien 0,1; 0,2;0,3;0,4 und 0,5 zu bestimmenesathman folgendes
Programm

REM Funktion zur Bestimmung der Kreisfl ache
FUNC flaeche(r)
flaeche = PI*r'2
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END

REM Hauptprogramm
FOR i=1 TO 5

radius = /10

PRINT "Radius=", radius,"Fl ache=", flaeche(radius)
NEXT

Die erste Zeile ist eine sogenan®EMZeile. REMsteht fur Remark (Bemerkung).
Zeilen, die mitREManfangen, werden bei der Programmausfuhrung ignoriert.

Das Hauptprogramm kann einfacher gestaltet werden, indem im der FOR-
NEXT-Schleife eine Schrittweite angibt:

REM Hauptprogramm
FOR i=0.1 TO 0.5 STEP 0.1

PRINT "Radius=", 1,"Fl ache=", flaeche(i)
NEXT

Das Heron-Verfahren

38

Ein Anwendungsbeispiel ist das bereits erwahnte Herafaleen zum Wurzelzie-
hen. Wir missen dem Programm eine Zahl angeben, aus derutieeVgezogen
werden soll. Diese Zahl darf nicht negativ sein. Dann miisgie einen Startwert
vorgeben, der nicht null sein darf, und die Anzahl der Staritie oft die Iteration
durchgefuihrt werden soll. Eine Moglichkeit dies zu tun is

PRINT "Berechnung der Wurzel:"

F=-1
WHILE F<0

INPUT "Bitte (nichtnegative) Zahl eingeben:", F
WEND

INPUT "Bitte Anzahl der Schritte eingeben:”, N

x=0
WHILE x=0
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INPUT "Bitte Startwert (ungleich 0) eingeben:", x
WEND

FOR i=1 TO N
x=0.5*(x+F/X)
NEXT i

PRINT "Eine Wurzel von ";F;" ist ungef ahr " x; "

Rauber-Beute-System

Wir kdnnen jetzt auch das Rauber-Beute-System aus Alis@vh programmieren.
Der Programmcode ist in Abbildung 4.2 gegeben.

Als erstes fallt bei dem Programm daZeichen auf. Dies ist eine Kurzform von
REM damit man nicht soviel tippen muss. Im ersten Teil des Riogns werden
Parameter, Endzeit und Startwere fur die Zustandsvaadpbsetzt. Innerhalb der
Zeitschleife werden fur Rauber und Beute die neuen Wersedan vorherigen be-
stimmt und geplottet. Der BefeRISET i, 500-xneu  setzt einen Punkt im Ausga-
befenster, wobei der erste Wert den Wert auf der x-Achse endwleite den Wert
auf der y-Achse ist. Der zweite Wert betragt hier 500-xned unicht nur xneu,
da der Nullpunkt des Grafikfensters in der oberen linken Higgt. Eine weitere
Besonderheit deBSET-Befehls ist, dass er nur mit ganzzahligen Werten arbeitet.
Gegebenenfalls muss man die Werte, die man darstellenskdljeren. Die An-
weisung zur Darstellung der Rauber-Werte enthalt eingted Parameter. Dieser
steuert die Farbe der Ausgabe. Das Ergebnis ist in Abbilduhgargestellt.
Dieses Ergebnis ist naturlich nicht schon. Das liegtadass SmallBasic nur sehr
eingeschrankt grafikfahig ist. Es fehlen Achsen und Beftiahgen. Besser ware es,
wenn man die Ergebnisse in eine Datei schreibt und mit eimgstuhgsfahigeren
Programm weiterbearbeitet. Dies kann z.B. Excel sein.

Folgendes Programm schreibt die Zahlen von 1 bis 5 und dever@te in die
Dateiergebnis.csv

OPEN "ergebnis.csv" FOR OUTPUT AS #1
FOR i=1 TO 5
PRINT #1,i,i"2
NEXT
CLOSE #1
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" Raeuber-Beute System nach Lotka-Volterra
" X: Beute
"y Raeuber

" Laufzeit
tend=1000

" Schrittweite
dt=1

' Startzeit

t0=0

" Startwert fuer x
x0=200

' Startwert fuer y
y0=20

" Parameter

" Wachstumsrate der Beute
r=0.01

" Fressfaktor

b=0.0004

' Sterberate des Raeubers
m=0.05

" Initialisierung
xalt=x0
yalt=y0

' Zeitschleife

for i=0 to tend/dt
xneu= xalt + (r*xalt -b*xalt*yalt)*dt
yneu= yalt + (b*xalt*yalt -m*yalt)*dt

pset i, 500-xneu
pset i,500-yneu,1

xalt=xneu
yalt=yneu
next

Abbildung 4.2: Programm zum Rauber-Beute-Modell aus Abit3.4.
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g
S

Abbildung 4.3: Ausgabe des Programms in 4.2.

Insgesamt schreibt jedBRINT Befehl eine Zeile in die Datei mit der Kanalnummer
#1, die einzelnen Eintrage sind durch ein Tab getrennt. WeaAdsgabedatei die
Extensioncsv besitzt, kann man sie mit Excel lesen.

Man kann natirlich auch Daten aus einer Datei ausleses.d@igchieht mit folgen-
dem Programm:

OPEN "ergebnis.csv" FOR INPUT AS #1
WHILE NOT EOF(1)
INPUT #1, a, b
PRINT a,b
WEND
CLOSE #1

Wichtig ist, dass die Datei existiert und tatsachlich pedl&zwei Eintrage vorhan-
den sind. Die WHILE Schleife stellt sicher, dass solangeeDajelesen werden,
wie welche vorhanden sin@&OF steht fur end-of-fle WHILE NOT EOF(1) bedeu-
tet, dass die Schleife solange durchlaufen wird, solangécdde der Datei die mit
Kanalnummer 1 geoffnet wurde, nicht erreicht ist. Die Brgese werden mit dem
INPUT Befehl in die Variablen a und b gelesen und danach milNFRwusgegeben.
Nun werden bei jedem Durchlauf a und b Uberschrieben. AneEtehen also nur
die letzten Eintrage zur Verfugung. Will man aber alletEdge im Programm zur
Verfiigung haben, so kann man Arrays (Felder) benutzemyArsind so etwas wie
Vektoren. Man kann uiber eine Nummer auf die jeweilige Komgyte zugreifen.
Wissen wir, wieviele Zeile in unserer Datei stehen, danmkaan Felder entspre-
chender Grol3e anlegen und die Werte aus der Datei in diefralllesen. Nehmen
wir an, dass 5 Zeilen in der Datei stehen, dann konnen wifalgendem Programm
die Werte einlesen.
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DIM a(5)
DIM b(5)

OPEN "ergebnis.csv" FOR INPUT AS #1
FOR i=1 TO 5
INPUT #1, a(i), b(i)
NEXT i
CLOSE #1

PRINT a(3),b(3)

Als Beispiel werden am Ende die Werte aus der dritten Zeisgageben.

Damit haben wir einige Grundlagen der Programmierung zosam In anderen

Programmiersprachen lauft es ganz ahnlich, auch wenBefiehle meistens etwas
anders heissen. Wichtig dabei ist, dass einige Prograrapmaezhen zwischen Grol3-
und Kleinschreibung unterscheiden, andere nicht. Die IGédfigkeit der verschie-

denen Sprachen ist sehr unterschiedlich. Daher ist esigymht/erstehen, wie man
Ergebnisse in Dateien schreibt. Man ist dann unabhangigieo jeweiligen Spra-

che und kann die Ergebnisse anderweitig weiterverarheiten
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5 Wabhrscheinlichkeitsrechnung

5.1 Zufall und Wahrscheinlichkeit

Im taglichen Leben passieren immer wieder Dinge zufalligs bedeutet, dass wir
die Geschehnisse nicht vorhersagen konnen. Wir geherem®ays dem Haus und
wissen nicht, was tags passiert. Wir sind uns aber im allgemeziemlich sicher
dass nichts Schlimmes wie z.B. ein Unfall passiert. Dagesyash wir uns gerade
in Oldenburg absolut nicht sicher, dass wir nicht nass wertiédoher haben wir
dieses Wissen, obwohl wir manchmal trocken bleiben unceteadich mal einen
Unfall haben? Aus Erfahrung wissen wir, dass es in Oldenbargdig regnet. Die
Wahrscheinlichkeit, nass zu werden, ist hoch. Aus Unilstiken wissen wir, das
die Gefahr einen Unfall zu erleiden gering ist.

Bei einem Waurfelspiel vertrauen wir auf die Zufalligkeies Wurfels. Nur wenn
die Wahrscheinlichkeiten fur alle Spieler gleich sindgabtrfeln mit demselben
Wirfel) und die Wahrscheinlichkeit fur alle Augenzahigieich sind, macht das
Spiel Sinn. Wiirden alle Spieler immer nur Dreier (oder Secloder Einser) wirfeln,
ware es kein Glucksspiel mehr, es ware langweilig.

Bei Massenproduktionen kann man nicht alle Produkte testam wahlt zufallig
einige aus, Uberprift sie und schliesst von dem Ergehluiidia gesamte Produkti-
on.

In der Medizin werden Medikamente zugelassen, wenn sie raar ausreichend
grofRen Anzahl an Patienten wirkungsvoll waren. Damit wilkel \Wahrscheinlich-
keit, dass ein Medikament hilft, wenn man es einnimmt, basii. Ausserdem muss
das Auftreten von Nebenwirkungen im Rahmen bleihém.Rahmen bleibenbe-
deutet in diesem Zusammenhang, dass die Nebenwirkungdreneimer geringen
Anzahl der Patienten auftreten und nicht bedrohlich sinamiD wird die Wahr-
scheinlichkeit, dass Nebenwirkungen auftreten, wenn nemMedikament ein-
nimmt, bestimmt. Trotzdem gibt es keine absolute SicherEel zugelassenes Me-
dikament kann wirkungslos bleiben oder Nebenwirkungerehab

Den Ursprung der Wahrscheinlichkeitsrechnung findet mauldxe Glucksspielen
im 17. Jahrhundert.

Beispiel 5.1.1Das Drei-Wurfel-Problem

Es wir mit drei Wurfeln (schwarz, rot, weiss) gleichzeiggwurfelt. Wie gross ist
die Chance (Wahrscheinlichkeit), die Augensumme 11 bzwul®@irfeln.Cheva-
lier de Méeré (1607-1684) vermutete, dass die Chance die Augenzahl 11idelw
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genauso gross ist, wie die Augenzahl 12 zu wirfeln. Eeldsis Problem auf fol-

gende Weise:

Er betrachtete alle Augenzahlen, die in der Summe 11 bzwdben:

Augensumme 11 Augensumme 12
6-4-1 6-5-1
6-3-2 6-4-2
5-5-1 6-3-3
5-4-2 5-5-2
5-3-3 5-4-3
4-4-3 4-4-4

Nun in der Praxis zeigt sich, dass die Augensumme 11 hawHigaitt als die 12.
Blaise Pasca(1623-1662) loste das Problem: Pascal erkannte, dasstésar dar-
auf ankommt, dass die Augensumme stimmt, sondern dassledaraef ankommt
auf welche Weisen diese Augensumme zustande kommt. Hietzadhten wir die

Warfel getrennt:

Das Tripel 6-3-2 kann wie folgt realisiert werden:

schwarz| rot | weiss
6 3 2
6 2 3
3 6 2
3 2 6
2 6 3
2 3 6

Tripel, die aus drei verschiedenen Zahlen bestehen, kbaumiet verschiedene Wei-

sen erzeugt werden.

Das Tripel 5-5-1 kann wie folgt realisiert werden:

schwarz| rot | weiss
5 5 1
5 1 5
1 5 5

Tripel, die aus zwei verschiedenen Zahlen bestehen, kbaoé 3 verschiedene

Weisen erzeugt werden.
Das Tripel 4-4-4 kann nur durch:
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schwarz| rot | weiss
4 4 4

erzeugt werden.

Damit ergeben sich folgende Maoglichkeiten:

Augensumme 11 Moglichkeiten| Augensumme 12 Moglichkeiten

6-4-1 6 6-5-1 6

6-3-2 6 6-4-2 6

5-5-1 3 6-3-3 3

5-4-2 6 5-5-2 3 .
5-3-3 3 5-4-3 6

4-4-3 3 4-4-4 1
Summe 27 Summe 25

Man muss also das Problem, das man zu lésen hat, genauéeansad ein Mo-
dell von den realen Begebenheiten machen. Betrachten néichst ein einfacheres
Problem, den Miinzwurf.

Beispiel 5.1.2 Munzwurf

Wird eine Miinze geworfen, so landet diese zufallig sosdagweder Adler oder
Zahl oben liegt (auf dem Rand stehen” vergessen wir mal). Es gibt also die zwei
Falle Adler (A) oder Zahl (Z). Wir fassen diese Falle zuegiltrgebnismeng®
zusammen. Damit besteht unsere Ergebnismenge aus denniemeund Z:

Q={AZ}

Das Ereignis A tritt ein* schreiben wir als MengéA}.

Ist die Minze nicht gezinkt, also A und Z gleich wahrschieimlso ist die Wahr-
scheinlichkeit fur das Eintreten von A gleich der Wahrsohehkeit fur das Eintre-
ten von Z gleichi:

PUAN =7 und  P({Z})=
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Beispiel 5.1.3Wirfeln
Fur das Wiarfeln mit einem Waurfel ergibt sich die Ergelonénge

Q={1,2,3,4,56}
Ist der Wurfel nicht gezinkt, gilt:

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = %

Nun kann man nicht nur sogenannte Elementarereignissachétn, sondern auch
zusammengesetzte, wie zB= {2,4,6}, also das Ereignisdas Ergebnis ist eine
gerade Augenzahl. Da es insgesamt 6 verschiedene Ausgfiby von denen 3
gerade sind, steht zu vermuten, dass

P({2.4.6)) =

ist.

Wie haben wir das bestimmt? Wir betrachten die Anzahl derdéis Ereignis A
gunstigen Ausgange und teilen die durch die Anzahl degliciden Falle:

_Anzahl der fur das Ereignis A guinstigen Ausgange
N Anzahl der moglichen Ausgange

P(A)

P(A) ist die Wahrscheinlichkeit, mit der das Ereignis A eintridies funktioniert
aber nur dann, wenn alle Ergebnisse gleich wahrscheinich(&leichverteilung,
Laplace-Verteilung).

Nun, formalisieren wir das ganze ein wenig.

Definition 5.1.1 SeiQ # 0, endlich, die Ergebnismenge.
* Eine TeilmengéA von Q (A C Q) heisstEreignis.
* Eine einelementige Teilmenge véhheisstElementarerereignis
 Die TeilmengeQ selbst heisssicheres Ereignis

* Die leere Meng® heisstunmogliches Ereignis
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5.1.1 Das

» zwei Ereignissé\ und B heisserunvereinbar, wenn die Mengew\ und B
disjunkt sind.

* Ist A eine Teilmenge vof, so heissA = Q \ A Gegenereigniszu A.

Ein Ereignis ist also ein Element der PotenzmengeQoRin EreignisA ist einge-
treten, wenn das beobachtete Ergelnides Zufallsexperiments in der Teilmenge
A enthalten ist ( € A). Ist z.B. das Ereigni# das Ereignis, eine gerade Zahl zu
wirfeln, alsoA = {2,4, 6}, so ist mit der Realisierun@ = 2 das Ereigni#\ einge-
treten.

Beispiel 5.1.4Waurfeln mit zwei Wurfeln

Es seien zwei unterscheidbare Wiirfel (z.B. rot und schywgageben. Uns interes-
siert die Wahrscheinlichkeit, die Augensumme 9 zuwtf&lm geeigneter Ergeb-
nisraum ist durch

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),...,(6,5),(6,6) }

gegeben. Hierbei beschreibt die erste Zahl in jedem 2-TdigeAugenzahl des
roten, und die zweite Zahl die Augenzahl des schwarzen #l&itinsgesamt gibt es
also 36 Elementarereignisse.

Das Ereignis, die Augensumme 9 zu werfen wird durch

A= {(376)7(475)7(574)7(673)}

beschrieben. Damit betragt die Wahrscheinlichkeit férALigensumme 9 :
P(A) = %. o
Axiomensystem von Kolmogoroff

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Wahrschéialidiir alle Elemeta-
rereignisse gleich ist. Dies muss aber nicht der Fall sein.

Beispiel 5.1.5Gezinkter Wurfel
In einen Holzwirfel sei eine Stahlkugel eingelassen, sss da folgende Wahr-
scheinlichkeiten liefert:

47



5.1. Zufall und Wahrscheinlichkeit Mathematische Modellbildung SS2005

Das Axiomensystem von Kolmogoroff verallgemeinert den ¥eaheinlichkeit-Begriff
und formalisiert ihn:

Definition 5.1.2 SeiQ # 0 endliche Ergebnismenge, und sei
P:2(Q)—R

eine AbbildungP der Potenzmenge (Q). P heisstWahrscheinlichkeitsmafd
(oder Wahrscheinlichkeitsverteilung), wenn gilt

1. P(A) >0 fur alleA € 2 (Q); Nichtnegativitat
2. P(Q) =1; Normierung
3. P(AUB) = P(A) + P(B) fur alle disjunkterA, B € # (Q); Additivitat

P(A) heisstWahrscheinlichkeit von A.
Das PaafQ, P) heisstWahrscheinlichkeitsraum.

Folgerungen

Satz 5.1.1SeiA Ereignis des Wahrscheinlichkeitsraufgs P) , dann gilt

P(A) = 1—P(A)

Beweis A und A sind unvereinbar, damit gilt nach dem dritten AxidtAUA) =
P(A)+P(A). Nach Axiom 2 giltP(AUA) = P(Q) = 1. Es folgtP(A) +P(A) = 1.4

Satz 5.1.2Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisgesimmt nur Werte zwischen
Nullund Einsan: X P(A) <1

Beweis SeiA € 2(Q). Nach Axiom 1 giltP(A) > 0. Nach Satz 5.1.1 giP(A) =

1—P(A) und damitP(A) = 1—-P(A) < 1. n
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Satz 5.1.3Die Wahrscheinlichkeit des unmoglichen Ereignis€ksst Null:
P(0) =0.

Beweis Es giltQ = 0. Nach Satz 5.1.1 giRP(0) =P(Q) =1—-P(Q) = 0. -

Das dritte Axiom lasst sich erweiteren:

Satz 5.1.4Sind die Ereignisséy, - - - , A, paarweise unvereinbar, d&.NA; =0
furi# j miti,j € {1,2,---,n}, dann gilt:

Beweis Ubung -

Beispiel 5.1.6 Nochmal der gezinkte Wrfel
Der gezinkte Wirfel liefert:

1 1 3
5 P(6) = 17

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Zahl zufei?

Da die Ereigniss€2}, {4}, {6} unvereinbar sind gilt nach Satz 5.1.4,

P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = gﬁé 132 _ 112

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, eine ungerade Zahlr aadee Primzahl zu
wurfeln?

A ={2,3,5} beschreibt das Ereignis, eine Primzahl zu wurfeln, mit

P(A) =P({2}) +P({3}) +P({3}) = +

1
6 12

ol =
+
ol =

B = {1, 3,5} beschreibt das Ereignis, eine ungerade Zahl zu wirfelin, mi

P(B) = P({1}) + P({3}) + P({5}) = 132+ é + % = 1%
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Das Ereignis, eine ungerade Zahl oder eine Primzahl zueliliigt durch
AUB={1,2,3,5} beschrieben, und es gilt

P(AUB) = P({1}) +P({2}) + P({3) +P({8)) = 75+ 5+ 5 +5 = 13

Damit ist

7 11
15 = P(AUB) #P(A) +P(B) = T

Der Grund hierfur liegt darin, dass die Ereignigsend B nicht unvereinbar sind,
denn die Zahlen 3 und 5 sind zugleich ungerade und prim. BeSdeaxmenbil-
dung werden ihre Wahrscheinlichkeit also doppelt beriagtkgt. Man muss also
die Wahrscheinlichkeit der Elemente, die sowohl in A alshaucB liegen einmal
abziehen.

Die Menge aller Elemente, die sowohlAnals auch irB liegen, ist aber gerade die
Schnittmeng N B = {3,5}, mit

P(ANB) = P({3}) +P({3}) =

ol
I
oIN

o
6
und es gilt

6 5 4 7
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) = 5+ 15— 5= 15

Satz 5.1.5SeienA, B Ereignisse des Wahrscheinlichkeitsra(@n P), dann gilt

P(AUB) =P(A)+P(B) — P(ANB)

Bemerkung: Sind die Ereignissé und B unvereinbar so reduziert sich Satz 5.1.5 auf das
dritte Axiom, denn es gilANB = 0, also mit Satz 5.1/®(ANB) = 0.

5.1.2 Laplace-Verteilung (Gleichverteilung)

Die Laplace-Verteilung ist dadurch gekennzeichnet, dés#asgange gleich wahr-
scheinlich sind. Wir hatten uns bereits anschaulich fadgsniVahrscheinlichkeits-
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malf3 Uberlegt:

_Anzahl der fur das Ereignis A gunstigen Ausgange
N Anzahl der moglichen Ausgange

P(A)

P erfullt die drei Kolmogoroffschen Axiome:

1. P(A) > 0 fur alle A € #(Q), denn die Anzahl der glinstigen Ausgange ist
grol3er oder gleich null.

2. P(Q) =1, denn furA = Q ist die Anzahl der gunstigen Ausgange gleich der
Anzahl der moglichen.

3. P(AUB) = P(A) +P(B) fur alle disjunkterA, B € 2 (Q): Seig(A) die Anzahl
der gunstigen Falle voA undg(B) die Anzahl der gunstigen Falle va Da
AundB unvereinbar sind, gilg(AUB) = g(A) +g(B). Mit der Anzahimder
moglichen Falle gilt nun also

P(AUB) — g(AnL]J B) _9(A) ;g<B) _ g(:) N g(nE]%) _ P(A)+ P(B)

IstQ = {wy,---,wn} eine nichtleere, endliche Ergebnismenge mit den Elememtar
eignisserwy, - - -,y undA € 2 (Q). Die fur A gunstigen Ausgange sind gerade die
Elementarereignisse, die Aenthalten sind. Es ist also (wegen der Unvereinbarkeit
der Elementarereignisse):

P(A) = Z P({w}) furalleAe 2(Q),A#0
wEeA

Damit ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 5.1.3 SeiQ = {wy,--- ,wn} eine nichtleere, endliche Ergebnismenge

mit den Elementarereignissen, - - - ,wy,. Die durch
1 .
P({w}) = Q] furallewe Q

definierte Wahrscheinlichkeitverteilung heisstplace-Verteilung oder Gleich-
verteilung. (Q,P) heisstLaplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Bemerkung: Fir P({w}) schreibt man auch ku2(w).
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5.2 Kombinatorik

Bisher haben wir uns formal Uberlegt, wie ein Wahrschehieitsraum aussieht.
Um nun Wahrscheinlichkeiten zu berechnen, muss man nunmialA der gunsti-
gen Augange und die Anzahl der moglichen Falle kennen.

Diese Anzahlbestimmung ist Gegenstand der Kombinatotikk Kdmbinatorik lie-
fert Strategien, geschickt zu zahlen.

5.2.1 Kombinatorisches Z ahlen

Die einfachste Moglichkeit, eine Anzahl zu bestimmendest Abzahlen. Will man
die Anzahl vorApfeln in einer Schale bestimmen, so ordnet man jedem Apfé! f
laufend beginnend bei Eins eine natiirliche Zahl zu, méit zée Anzahl depfel
durch.

Formal ordnet man den Elementen einer endlichen Menge texiZi,2, ... zu. Es
darf kein Element mehrfach belegt werden oder ausgelassetew. Eine Menge
A hat genau dann n Elemente, wenn es eine bijektive AbbildlengVienge A auf
die Menge({i| i € N, i < n} gibt. Man bezeichnet die Machtigkeit der Menge mit
|A| = n. IstA= 0, so definiert maA| = 0.

Bei vielen Problemstellungen ist das Abzahlen miuhsamd SiB Bodenfliesen
rechteckig angeordnet ( Abbildung 5.1), so wird man diedélienicht Abzahlen,
sondern die Anzahl der Fliesen in einer Reihe mal der AnzahReihen nehmen.

Abbildung 5.1: 4 Reihen mit jeweils 5 Fliesen ergibts4= 20 Fliesen.

Es gibt Probleme, bei denen die Zahlstrategie nicht somsitatlich ist.

Beispiel 5.2.1Klamotten

Nehmen wir an wir stehen vor dem Kleiderschrank und habegefales zur Aus-
wahl: Zwei verschiedene Jacken (Regenjacke (R) und Wikdjé¢/) , drei ver-
schiedene T-Shirts (blau (B), bchwarz (S) und gelb (G) uneliz®rschiedene Ho-
sen (lang (L) und kurz (K)). Wieviele Kombinationen gibt es?
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Zu den zwei Hosen gibt es jeweils drei Moglichkeiten an T¥tShMacht insgesamt
sechs Moglichkeiten. Zu diesen sechs Moglichkeiten kaan nun jeweils aus den
zwei Jacken wahlen, macht insgesamt 12 Moglichkeiterb{llbng 5.2). Es spielt
hierbei keine Rolle, ob wir zuerst das T-Shirt, die Hose alierJacke auswahlen.

Abbildung 5.2: Auswahlmbglichkeiten aus zwei Jacken (R2Wste), 3 T-Shirts (B,S,G, 3
Aste) und zwei Hosen (K,L, Aste)

Beispiel 5.2.2Bauklotze

Wieviele verschiedene Turme aus drei verschiedenfanbBgaiklotzen kann man
bauen? Hat man drei Bauklotze (rot,griin und blau), so kaan diese wie folgt
anordnen: Fur den untersten gibt es drei Moglichkeiteanden mittleren bleiben
noch zwei, der letzte wird oben draufgelegt. Insgesamt g#balso 32-1 =6
Moglichkeiten (Abbildung 5.3).

Abbildung 5.3: Anordnung von drei verschiedenfarbigeg, ) Bauklotzen.

Beispiel 5.2.3PIN

Bei der 4-stelligen Geheimzahl einer Bank (PIN, persd@itdentifikationsnum-
mer) kann jede Stelle die Ziffern 0-9 annehIEleEs gibt also fur jede Stelle 10
Moglichkeiten. Zu jeder Ziffer an der ersten Stelle gibtt€Moglichkeiten fur die

zweite Ziffer usw. Insgesamt gibt es alsa*oglichkeiten. Im Unterschied zum
Klamotten-Beispiel sind hier die Realisierungen fur j&lelle gleich 0

In der Realitat gibt es vermutlich keine Geheimzahlen,miie0, 00 oder 000 beginnen. Dies soll
uns hier aber nicht storen.
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Man erhalt das Fundamentalprinzip des Zahlens:

Satz 5.2.1 Fundamentalprinzip des Zahlens

Es sei die n-gliedrige Sequeaza; ... a, zu bilden, wobei es fur die i-te Stelég
ki Realisierungen gibi & 1,...,n).

Dann gibt es insgesarki - ko - ... - k, verschiedene n-gliedrige Sequenzen.

Man kann dieses Prinzip auch anders betrachten. Will mas RIN knacken, so
muss man die einzelnen Stellen durch Versuche ermittels. ®essamtExperi-
ment* PIN-Knacken besteht also aus vier Teilversuchen emiejls 10 moglichen
Ausgangen.

Satz 5.2.2Fundamentalprinzip des Zahlens (alternativ)

Besteht ein Experiment aus n Teilversuchen, bei dem derFeiteersuchs; mogli-
che Ergebnisse hat£ 1,...,n), dann hat das Experiment insgesamt
ki-ko-...-kn verschiedene mogliche Ergebnisse.

Hierbei sind die Teilversuche voneinander unabhangehésiauch Satz 5.2.6). Im
folgenden Abschnitt betrachten wir ein Beispiel, bei demEinzelergebnisse nicht
unabhangig sind. Bei den PINs ware dies der Fall, wennZiifer nicht mehrfach
auftreten durfte.

5.2.2 Permutationen ohne Wiederholung
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Beispiel 5.2.4Eiskugeln

Ein Eishornchen mit zwei verschiedenen Sorten Eis ( SclhiokbVanille) kann auf
zwei Arten gebaut werden: Die erste Kugel ist Vanille, dastrdie zweite Kugel
Schoko. Oder die erste Kugel ist Schoko, dann ist die zweitgeK Vanille. Wir
haben also fur die erste Kugel die freie Auswahl, die zwsitedlann klar. Betrach-
ten wir nun 3 Sorten (Schoko, Vanille, Nuss) und drei Kug@lie erste Kugel ist
beliebig wahlbar, z.B. Nuss. Dann bleiben fur die zweitgkl zwei Moglichkeiten
(Schoko oder Vanille) . Wahlt man eine davon aus, ist digtéeKugel festgelegt.
Man hat also fur die erste Kugel 3, fur die zweite 2 und digell Moglichkeit.
Man hat also 12- 3 = 6 Moglichkeiten. Eine vierte Kugel (Zitrone) kann nun kesi j
der Kombination vor die erste, zweite, dritte Kugel oderrotdeauf gesetzt werden.
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Fur jede bisherige Kombination kommen dann 4 weitere halga, 1. 2-3-4 =24
Maoglichkeiten.

Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge konnen 4 veestéinen Dinge also auf
1-2-3-4 Arten angeordnet werden (siehe auch Beispiel 5.2.2). ¥iiresben 12-
3-4=4! 0

Eine Anordnung von Dingen mit Beriuicksichtigung der Refb&ge nennt man Per-
mutation ohne Wiederholung. Der Begriff ohne Wiederholbedeutet, dass jedes
Ding nur einmal ausgewahlt werden kann. Dies wird deutheénn man dasEx-
periment’ als Urnenmodell betrachtet. Aus einer Urne mitug&ln, die sich in
ihrer Farbe unterscheiden, werden nacheinander n-Kugeloggn. Jede mogliche
Farbanordnung ist dann eine Permutation.

Definition 5.2.1 Permutation ohne Wiederholung

Sei eine n-elementige Menge gegeben. Eine Anordnung voamédtiten aus die-
ser Menge, die jedes Element genau einmal enthalt, heiBstrmutation ohne
Wiederholung aus einer Menge von n Elementen. Im Urnenrhbdetlelt es sich
dabei um eine geordnete Stichprobe vom Umfang n aus einer tdihn unter:

scheidbaren Kugeln.

Definition 5.2.2 Fakultat
Das Produkt 12-3----- n bezeichnen wir mit! (sprich: n Fakultat).
Man setzt 0= 1.

Satz 5.2.3Permutation ohne Wiederholung
Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge lassen sielerschiedene Dinge aut
verschiedene Arten anordnen.

Beweis durch vollstandige Induktion
Induktionsverankerung = 1:
Ein Element kann nur auf eine Weise angeordnet werden: 1=1!
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Induktionsschritt vom — n+ 1:

Es gelte: n Elemente lassen sich aUArten anordnen. Ein weiteres Element kann
jeweils vor dem ersten, zweiten, ..., nten Element eingexirdrerden oder an das
Ende gestellt werden. D.h. zu jeder Permutation von n Eléanegibt esn+ 1
weitere Moglichkeiten. Damit betragt die Anzahl der Petationen vom+ 1 Ele-
menten nach Induktionsannahifmet+ 1) -n! = (n+1)!. n

Beispiel 5.2.5Fuf3ball

Beim Fussball stehen bei der Nationalhymne die 10 Feld=pielbeliebiger Rei-
henfolge nebeneinander. Wie gross ist die Wahrscheirdithttass Kuranyi neben
Ballack steht? Es gibt insgesamt 10! Moglichkeiten, wie 80 Feldspieler stehen
konnen. Die guinstigen Falle sind die, wo Kuranyi und Belllauf den Platzen (1,2),
(2,3), ..., (9,10) stehen. Die anderen 8 Spieler kdnnen Bahebig auf den anderen
Platzen stehen. Fir jedes der 9 Platzpaare gibt es wimdexeils 2 Moglichkei-
ten. Insgesamt gibt es alse2- 8! glinstige Permutationen. Die Wahrscheinlichkeit
P betragt also

~2.9.8  2.9.8 2

P="Tor 1098 10

Beispiel 5.2.6 Eiskugeln: 2 Kugeln aus 5 Sorten ohne Doppelte

Es gebe die Eissorten Schoko, Vanille, Nuss, Erdbeer umdri&t Ein Hornchen
mit zwei Kugeln kann auf 54 = 20 Arten gebildet werden, wobei z.B. Schoko-
Vanille und Vanille-Schoko unterschieden werden. 0

Definition 5.2.3 k-Permutation ohne Wiederholung aus n Elementen

Sei eine n-elementige Menge gegeben. Eine Anordnung vkrdnj Elementen
aus dieser Menge, und die jedes Element hochstens einnti@ltenheisst
k-Permutation ohne Wiederholungaus einer Menge von n Elementen.

Im Urnenmodell handelt es sich dabei um eine geordnete@tble vom Umfang
k aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln.

Satz 5.2.4k-Permutation ohne Wiederholung aus n Elementen

Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge lassen dicBlemente aus einer p-
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elementigen Menge auf

n-(n—1)-(n—=2)-...-(n—(k—=1)) = (n—K)!

verschiedene Arten anordnen.

Beispiel 5.2.7Nehmen wir nun an, dass wir ein Eis aus 3-mal Vanille 2-mabSch
ko und 4-mal Nuss haben. Insgesamt haben wir also 9 KugelNEimmerieren
wir die Kugeln durch, so gibt es insgesamt 9! Moglichkejtgie Kugeln anzuord-
nen. Da aber einige gleich sind, kann man einige Permuatioiodt voneinander
unterscheiden, z.B. ist die Permutation

ViVoV3 S S N1 No N3 Ng von

VoViV3 S S Ni No N3 Ny nicht zu unterscheiden.

Die Frage ist nun, wieviele unterscheidbare Kombinatiomeastieren? Die 3 Ku-
geln Vanilleeis anzuordnen geht auf 3! Arten, die 2 Schokd®wnd die 4 Nuss
auf 4! Arten. Man erhalt also insgesamt 3! - 4! Moglichkeiten.

Damit bleiben insgesa%:l%o Maoglichkeiten. O

Satz 5.2.5n Dinge, von denen jeweilsy, ny, ..., N, gleich sind, und fur die
Ny +n2+...+n =ngilt, lassen sich auf

n!
n'!-no!-...-n!

verschiedene Arten anordnen.

5.2.3 Permutationen mit Wiederholung

Bisher trat jedes Element in den Permutationen hochstensaéauf. Jetzt betrach-
ten wir Permutationen, bei denen Elemente auch mehrfadioronen dirfen (z.B.
2 Kugeln Vanilleeis):
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Definition 5.2.4 k-Permutation mit Wiederholung aus n Elementen

Sei eine n-elementige Menge gegeben. Eine Sequenz von keBlem aus
dieser Menge, wobei an jeder Stelle ein beliebiges ElementMknge stehen
darf, heissk-Permutation mit Wiederholung aus einer Menge von n Elementen.

Im Urnenmodell handelt es sich dabei um eine geordnete Btble vom Um-
fang k aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln, woleegdzogene Kugel
jeweils in die Urne zuriickgelegt wird.

Satz 5.2.6k-Permutation mit Wiederholung aus n Elementen
Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge lassen dicklemente aus einer p-
elementigen Menge auf

nk

verschiedene Arten anordnen, wenn Wiederholungen derdtienzulassig sind.

Beispiel 5.2.8 Eiskugeln: 2 Kugeln aus 5 Sorten mit Doppelten

Es gebe die Eissorten Schoko, Vanille, Nuss, Erdbeer umdri&t Ein Hornchen
mit zwei Kugeln kann auf 5= 25 Arten gebildet werden, wobei z.B. Schoko-
Vanille und Vanille-Schoko unterschieden werden. Hiedsmm Beispiel ohne
doppelte Sorten gerade die funf Anordnungen hinzugekammelenen beide Ku-
geln gleich sind.

5.2.4 Kombinationen ohne Wiederholung
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Nun ist es ja einigen Menschen vollig egal, ob sie ein Sckdkaille-Zitrone-Eis
oder ein Zitrone-Vanille-Schoko-Eis bekommen, Haupsaiiee Sorten. Wir be-
trachten nun also den Fall, dass die Elemente der Stichpersehiedenen sind, es
aber nicht auf die Reihenfolge ankommt.

Betrachten wir zunachst die Anzahl der MoglichkeitenemiBeriicksichtigung der
Reihenfolge. In diesem Fall gibt es nach Satz 5.2.4 bei neBarhd k Kugeln
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(nf—!k)! Anordnungen. Bei 5 Sorten und 3 Kugeln sind das 60 Moglitbke wo-

bei Zitrone-Schoko-Vanille, Vanille-Schoko-Zitroneceverschiedene Anordnun-
gen sind. Jede Dreierkombination kann nach Satz 5.2.3 audr3thiedene Arten
dargestellt werden. Damit ergibt sich die Zahl der Modteiten ohne Beriicksich-

tigung der Reihenfolge zE = 10.

Definition 5.2.5 k-Kombination ohne Wiederholung aus n Elementen

Sei eine n-elementige Menge gegeben. Eine Sequenz von leElemaus dieser
Menge, die jedes Element hochstens einmal enthalt,thelsembination ohne
Wiederholung aus einer Menge von n Elementen. Hierbei ist die Reihenfolge

der Elemente egal.

Im Urnenmodell handelt es sich dabei um eine ungeordnetb@tbe vom Um-
fang k aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln, ohnéackiggen.

Satz 5.2.7k-Kombination ohne Wiederholung aus n Elementen
Ohne Berucksichtigung der Reihenfolge lassen $icBlemente aus einer n-

elementigen Menge auf

verschiedene Arten anordnen, wenn keine Wiederholungelaldmente zulassig

sind.

Definition 5.2.6 Binomialkoeffizient

Die Zahlen
n n! o
(k) = m sprich: n Uber k

heissen Binomialkoeffizienten. Mit der Definition8!1 gilt (g) = 1.

Beispiel 5.2.9Lotto
Beim Lotto, 6 aus 49" werden aus 49 Zahlen nacheinander 6 gezogen. Dpidie S
ler auf ihrem Lottoschein keine Reihenfolge angeben, komsnauf diese auch
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nicht an. Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit fur eifggchser im Lotto?

Es handelt sich hierbei um eine ungeordnete Stichprobe vorfakyy 6 aus einer
Urne mit 49 unterscheidbaren Kugeln. Damit ist die Anzahldéglichen Kom-
binationen(%) = 13983816. Da nur eine Kombination die richtige ist, bettdig
Wahrscheinlichkeit

L 0.00000007

1
P(, 6 richtige") = =
(6 richtige”) (%) ~ 13983816

also in etwa 1 zu 14 Millionen.

Es gibt auch noch die Zusatzzahl: 5 richtige plus Zusatdzadhtutet, dass die sech-
ste Zahl die Zusatzzahl ist. Um von den gezogenen 6 Zahleh naintig zu haben
gibt es (g) = 6 Maoglichkeiten, namlich die erste falsch zu haben oderaiveite
oder ... die sechste. Da die sechste Zahl die Zusatzzahisess, gibt es gena@)
gunstige Falle. Damit betragt die Wahrscheinlichkeit

(g) = 6 ~ 0,0000004
(‘29) 13983816

P(,,5 richtige plus Zusatzzahl'=

Nun ist es ja auch noch gut, 5 Richtige zu haben. Die sechstenZiass dann aus
den 42 verbleibenden stammen (namlich 49 Zahlen ohne diev@razahlen und
ohne die Zusatzzahl). Es gibt also-42) gunstige Moglichkeiten.

Damit betragt die Wahrscheinlichkeit

6

o -42 252

P(,5 Richtige®) = (5()49) = 13083816 * 00002
6

Bei 4 Richtigen muss man beriicksichtigen, dass fur dieledgrenden zwei falschen
Zahlen zwei aus 43 gewahlt werden durfen (die Zusatzzahbbi weniger als 5
Richtigen keine Bedeutung):

6\ . (43
P(.4 richtige”) — @) (2) _ 13545

= ~ 0,001.
(%9) 13983816
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Wahrscheinlichkeit beim mehrmaligen Ziehen ohne Zurtckl egen

Betrachten wir noch einmal das Lotto Beispiélaus 49“ . Um 4 richtige zu ziehen,
haben wird zuerst die Anzahl der Moglichkeiten bestimni&sDNaren(‘gg). Dann
haben wird die Anzahl der Kombinationen bestimmt, 4 Zahlehden 6 Richtigen

zu ziehen. Dies ware(ﬁ). Zu jeder dieser Kombination gibt es dann noch beliebige
Kombinationen aus den restlichen Zah(éf\), so dass

6\ (4
P(,4 richtige*) = ()-(3) . ()
(5)

gilt.
Man kann dieses Experiment auch in Form eines Urnenmodeliadhten. Eine
Urne enthalte 49 Kugeln, von denen 6 schwarz und 43 weiss Biedé schwar-
zen sind die Richtigen. Aus der Urne werden 6 Kugeln gezodere cie jeweils
nach dem Zug zuriickzulegen. Die Wahrscheinlichkeit, dassr den 6 gezogenen

6 4976) _ (6).(43)

Kugeln gerade 4 schwarze sind, betragt da 96)*4 = W
6 6

Allgemein gilt der

Satz 5.2.8Eine Urne enthalt&l Kugeln, von denem schwarz undN — M weiss
sind. Aus der Urne werdem(n < N) Kugeln gezogen ohne sie jeweils nach dem
Zug zuriuckzulegen. Die Wahrscheinlichkeit, dass untarrdgezogenen Kugeln
geradek schwarze sind, betragt

() (nk)
(W)

Pk = fur 0<k<min(M,n).

In Abschnitt 5.7.2 werden wir sehen, dass es sich um einerggpmetrische Ver-
teilung handelt.

Beispiel 5.2.10Qualitatskontrolle

In einer Produktion von 10 Festplatten sind 4 fehlerhaftwesden zwei Platten
zufallig ausgewahlt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkaé@bei k=0,1,2 defekte
Platten zu erwischen. Wir betrachten die defekten Plattersawarz, die funk-
tionsfahigen als weiss. Mit N=10 M=4 und n=2 gilt:
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(-G _115_5
T s
D@ 468

() 45 15
5 6.1 2
5.2

Flr eine Qualitatskontrolle muss das ganze naturlickeesherumlaufen. Man wahlt
zwei Platten aus, schaut nach, ob sie defekt sind und besfiin®,1,..,10 defekte
Platten die Wahrscheinlichkeiten, dass gerade diese Arehlerhaft ist. Dieses
Verfahren ist natrlich nur bei sehr viel grol3eren Stiatken und Stichproben aus-

sagekraftig.

Angenommen man wahlt aus 20 Festplatten zufallig drei Yo diesen ist eine
fehlerhaft, dann ergeben sich folgende Wahrscheinli¢cbkei

P(1 defek) = =0,15 P(6 defek) = =0,48
(%) (%)
2\ (18 7 (1
P(2 defek) = () 2(52) =0,27  P(7 defek) = (W 2(2 =0,48
(3) (%)
(17 8\ (1
P(3 defek) = ) Z(SZ) =0,36  P(8defek) = 5 2(2 =0,46
(3) (%)
4\ (16 9, (11
P(4 defek) = © 2(2) =0,42  P(9defek) = @ 2(2) =0,43
(3 (3
5\ . (15 10y (1
P(5 defek) = (1)(2(5)2) =0,46  P(10 defekj = (102270(20) =0,39
3 3
Die Wahrscheinlichkeit ist am grof3ten fur sechs oderesidbestplatten. 0

5.2.5 Kombinationen mit Wiederholung

Nun fehlt uns noch die letzte Moglichkeit ein Eis zu bestellWir konnen aus 5
Sorten drei Kugeln wahlen, wobei uns die Reihenfolge egjaimd wir auch mit 3
mal Schoko etc. oder 2 mal Vanille und 1 mal Zitrone gludkisind.
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Definition 5.2.7 k-Kombination mit Wiederholung aus n Elementen

Sei eine n-elementige Menge gegeben. Eine Sequenz von keBlem aus
dieser Menge, heisgtKombination mit Wiederholung aus einer Menge von|n
Elementen, wobei Wiederholungen der Elemente zulassdy.dDie Reihenfolge
der Elemente ist egal.

Im Urnenmodell handelt es sich dabei um eine ungeordnetb@tbe vom Um-
fang k aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln, miuZkiegen.

Satz 5.2.9k-Kombination mit Wiederholung aus n Elementen
Ohne Berucksichtigung der Reihenfolge lassen $icBlemente aus einer p-
elementigen Menge auf

S

verschiedene Arten anordnen, wobei Wiederholungen dend&iée zulassig sing.

Um dies zu verstehen miussen wir ein wenig ausholen. Sena®oAnzahl der Eis-
sorten undck die Anzahl der Kugeln in der Eistute. Die Anzahl der Mogkeiten,
eine bestimmte Kombination zu bilden, hangt davon ab \eldvpbppelte, Dreifa-
che etc. vorkommen. Sind alle Kugeln gleich, gibt es nur Bieenutation zu dieser
Kombination, sind alle verschieden gibt es nach Wﬁ{g-ﬂ\lun ist es mihsam,
dies fur alle Falle dazwischen zu berechnen. Daher futuie das Problem darauf
zuriick, dass alle Kugeln verschieden sind.

Nummerieren wir zuerst die Eissorten durch, danndist {1,...,n} die Anzahl
der Eissorten. Eine Realisierung ist dann dufah,...,wx) mit wy,...,0x € A
gegeben. Zu einer Kombination wahlen wird diejenige Pe¢atan aus, in der die
Kugeln sortiert sind, alsay < wp < ... < wx gilt. Das Problem besteht darin, dass
die Beziehung kleiner oder gleich und nicht kleiner heiBsther bilden wird die
wy's so aufty’s ab, dass fur diese gerade < Gy < ... < & gilt, & = oy +i — 1:
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w1 Wy W
=w+1-1 p=wp+2-1 - xk=wx+k-1

Durch diese Zuordnung wird die Menge

Q= {(w,...,ax) €Al <wp <. <o}

bijektiv auf die Menge

Q={(@y,...,0x) eBX|iy < p < ... <Gy}

mit B = {1,...,n+k— 1} abgebildet. Damit giltQ| = |Q|.

Q ist nun der Ergebnisraum zu dem Experimeettugeln ausn+k— 1 ohne Wie-
derholung und ohne Bericksichtigung der Reihenfolgelaumghlen. Damit gibt es
nach Satz 5.2.7

n+k—1
k
Moglichkeiten.

Im Beispiel betragt die Anzahl der Kombinationen von digs &inf Sorten 35.

5.2.6 Wahrscheinlichkeit beim mehrmaligen Ziehen mit Zur™ ucklegen

64

Man kann dieses Experiment auch wieder in Form eines Urndalisdetrachten.
Eine Urne enthalt® Kugeln, von denemM schwarz undN — M weiss sind. Be-
trachten wir den Fall, dass die Kugeln jeweils vor dem ntehgug zuriickgelegt
werden. Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit befiigen genak schwarze
zu erwischen? Jetzt ist bei jedem Zug die Wahrscheinlithkeie schwarze Ku-
gel zu erwischen, gleich. Damit handelt es sich beim Ziel@nrv Kugeln um n
Einzelexperimente.

Wir betrachten die Permutation, bei der die ersten k Kugenwsarz und die letz-
ten (n-k) weiss sind. Hiervon gibt éd* . (N — M)"k Maglichkeiten. NamlichM
Moglichkeiten im ersten Zug eine schwarze zu ziehen, khaloglichkeiten im
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zweiten Zug eine schwarze zu ziehen,..,. MaMoglichkeiten im k-ten Zug eine
schwarze zu ziehen, mél — M Madglichkeiten imk + 1-ten Zug eine weisse zu
ziehen, ..., maN — M Moglichkeiten imn-ten Zug eine weisse zu ziehen.

Wir haben bisher aber nur die eine geordnete Permutatioadbeét, die auk
schwarzen unén — k) weissen Kugeln besteht. Nummerieren wir die Kugeln durch,
so gibt es nach Saltz 5.2(]) Permutationen, die aksschwarzen unén — k) weis-
sen Kugeln bestehen.

Damit betragt die Anzahl der guinstigen F&(fg - M¥- (N —M)"-k. Die Anzahl aller
n-Permutationen betragt nach Satz 5146 Damit betragt die Wahrscheinlichkeit,
genauwk schwarze Kugeln zu ziehen,

- AN (0 () )

Hierbei ist nun% die Wahrscheinlichkeit, bei einmaligem Ziehen eine schwar
Kugel zu erwischen. Es gilt also der Satz

Satz 5.2.10Eine Urne enthaltdl Kugeln, von deneM schwarz undN — M weiss
sind. Aus der Urne werdem(n < N) Kugeln gezogen und jeweils nach jedem Zug
zuriickgelegt. Die Wahrscheinlichkeit, dass unter dgezogenen Kugeln gerape

k schwarze sind, betragt

o () ()

In Abschnitt 5.7.1 werden wir sehen, dass es sich um einenimwerteilung han-
delt.

5.2.7 Zusammenfassung

In der Tabelle sind jeweils die Anzahlen der Permuationem Eombinationen an-
gegeben. Es s&i< nund 0!=1.

Ziehen vonk Kugeln ausn ohne Zurticklegen mit Zurticklegen
mit Berlicksichtigung der Reihenfolgg n E! Al nk
ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge (E) (n+ E_ 1)
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5.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Haufig stehen Informationen zu einem Zufallsexperimemabaozur Verfigung.
Kennt man z.B beim Skat die eigenen Karten, so hat man dadotobn Infor-

mationen Uber die des Gegners. Hat man selbst 2 Asse, ka@edeer keine drei
mehr haben. Die Wahrscheinlichkeit fur 3 Asse beim Gegnégruder Bedingung,
dass man selber zwei hat, ist also null (Assedimel zahlen nicht!). Im folgenden
soll die bedingte Wahrscheinlichkeit definiert weren. Eiir Laplace Experiment,
bei dem alle Elementarereignisse gleich wahrscheinliath, $6t dies naheliegend:

Betrachten wir hierzu einen Wurfel. Gesucht sei die Wdesdichkeit, eine Drei
zu wirfeln unter der Bedingung, dass das Ergebnis ungesadé&/enn wir schon
wissen, dass die Zahl ungerade ist, kommen nur noch dreedahlFrage. Die
Wahrscheinlichkeit, eine Drei gewdrfelt zu haben, isO%sSeiA: {3} das Ereig-
nis, eine Drei zu wirfeln, un8 = {1,3,5}. Die Anzahl der gunstigen Ergebnisse
betragt alsdANB| = 1. Die Anzahl der moglichen Ergebnisse betr@jt= 3. Da-
mit betragt die gesuchte Wahrscheinlichl@g'ﬂ. Diese Wahrscheinlichkeit heisst
nun die bedingte Wahrscheinlichkeit vénhunter der Bedingun@® und wird mit
P(A|B) bezeichnet. Es gilt

AnB ot PAnB)
_ _ 19
AR e e T e

Wir definieren nun auch fiir beliebige Wahrscheinlichk@itsne(Q, P) die beding-
te Wahrscheinlichkei®(A|B):

Definition 5.3.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Ist (Q, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum uBéin Ereignis mi(B) > 0,
So heisst

P(ANB)

PAB) = 5 g

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung.
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Aus Definition 5.3.1 ergibt sich sofort

, dennP(B|A) =

Man hat zu zeigen, dass die Definition der bedingten Wahnslatigkeit den drei
Kolmogoroffschen Axiomen nach Definition 5.1.2 genuigspadlass durch

P(|B):?(Q) — R (5.1)

A — P(AB):= (5.2)

ein Wahrscheinlichkeit-MaR auf (Q) definiert ist. Zum Beweis siehe Stochastik
Lehrbtcher.

Beispiel 5.3.1Wirfeln mit zwei unterscheidbaren Wirfeln

Es werde mit zwei unterscheidbaren (schwarz und weissjéigleichzeitig gewurfelt.
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit , dass die Augensumrid@er 9 ist unter der
Bedingung, dass die Augenzahl des schwarzen Wirfelsddeis 6 ist?

Das Experiment ist durch folgenden Wahrscheinlichkeitsrbeschrieben:

Q={(i,j)i,je{L2,....6}}

mit |Q| = 36. Hierbei beschreibe die erste Komponente den schwanzerdie
zweite den weissen Wiirfel.

Es seiA das Ereignis, eine Augensumme grofRer 9 zu wirfeln:
A={(i,))|i+j>9 i,je{1,2,...,6}}={(4,6),(5,5),(5,6),(6,4),(6,5),(6,6)}

Damit gilt P(A) = & = 2.
Es seiB das Ereignis, dass die Augenzahl des schwarzen Wirfeiekle ist. Dies
sind alle Tupel, bei denen die erste Zahl nicht 6 ist. Es ¢th @8] = 30.

Die fur beide Ereignisse gunstigen Ausgange sind dareB = {(4,6), (5,5), (5,6) }
mit |JANB| = 3 gegeben.
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Damit betragt die bedingte Wahrscheinlichkeit

1

SIS

Beispiel 5.3.2 Schultest
Bei einem Schultest hat es folgendes Ergebnis gegeben.

bestanden (B) nicht bestanden
Madchen (A) 30 20 50
Jungen 40 40 80
70 60 130

Wahlt man nun ein Kind zufallig aus, so ist dies durch degebnisraun(, der
alle Kinder enthalt, beschrieben und es @it = 130.
Die Wahrscheinlichkeit, ein Madchen zu wahlen, betragt

_|A 50
P()"|Q|“130

Betrachtet man nun nur die Kinder, die bestanden habent dizig/ahrscheinlich-
keit, ein Madchen zu wahlen:

IANB| 30

PAB) = 5= = 75

Betrachtet man nun nur die Kinder, die nicht bestanden hadeimst die Wahr-
scheinlichkeit, ein Madchen zu wahlen:

|IANB| 20

B 60

P(AB) =

Die Wahrscheinlichkeit, ein Madchen zu wahlen, ergibhsauch, wenn man die
Wahrscheinlichkeiten der unvereinbaren Ereignsse3 und AN B addiert:

30 20 50

P(A)=P(ANB)+P(ANB) = 30 130~ 130

Die kann man auch durch

30 70 20 60

P(A) = P(AIB) - P(B) +P(AB) - P(B) = =5 1=+ =5 7a

ausdricken. o
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Es gilt:

Satz 5.3.1Totale Wahrscheinlichkeit zweier Ereignisse
Zerfallt die Ergebnismeng® in die zwei Ereigniss® und B = Q \ B, und ist
P(B) > 0 undP(B) > 0, so gilt fur die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

P(A) =P(A|B)-P(B) + P(A|B) - P(B)

Beweis Ubung n

Eine Veranschaulichung in Form eines Baumdiagramms isbinildung 5.5 gege-
ben.

P(B) (B)

B

wl

P(AIE) (AIB)” P(A|B)  P(AIB)

AlB AlB AlB AlB

Abbildung 5.4: Baumdiagramm zur Veranschaulichung dedéot Wahrscheinlichkeit.

Beispiel 5.3.3Hochbegabtentest Ein Test auf Hochbegabtheit ergibt b&e @der
Hochbegabten ein positives Testergebnis. Aber es werddn&% der Normalbe-
gabten durch diesen Test als hochbegabt eingestuft. Redeealests haben erge-
ben, dass 1% aller Kinder hochbegabt gind

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kind hochibegst, falls der Test
positiv ist ?

2Die Zahlen sind frei erfunden und nicht wissenschaftlickege
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H N
-N

+H +|H +|N

Abbildung 5.5: Baumdiagramm zum Hochbegabtentest. H $ifietitochbegabt, N fir nor-
malbegabt. Ein positives Testergebis ist mit +, ein negatiit - gekennzeichnet. Die direkt
aus der Aufgabenstellung resultierenden Zahlen sind éeltugkt.

Es sei H das Ereignis, hochbegabt, und + das Ereignis, pgsitestet zu sein. Es
seiN := H, das Ereignis, normalbegabt, und= 7 das Ereignis, negativ getestet
worden zu sein. Es qilt:

P(H) =0,01(1%)

P(+|H) = 0,9 (90 %)

P(+|N) = 0,05 (5%)

P(+) = P(+|/H)-P(H)+P(+|N)-P(N)
= 0,9-0,01+0,05-0,99= 0,009+ 0,0495= 0,0585
Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit, hochbegabt zu, seiter der Bedingung,

dass der Test positiv ist:

o) — PO PCHH)-P(H)

P(+) P(+)
0,9-0,01
= 222001
0.0585 ~ 1938

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt ca. 15,38 %. 0
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Nach Definition 5.3.1 gilP(ANB) := P(A|B) - P(B).
Dies kann man verallgemeinern:

Satz 5.3.2SindAy, ..., A, Ereignisse miP(A1N...NAy_1) > 0, dann ist
P(A1N...NA) =

P(A1) - P(A2A1) - P(As|ALNAR) - ... P(An]ALN...NAn_1)

Sind die TeilmengeB;, By, ..., B, von Q paarweise disjunkt und gily)i’_; Bi = Q,
So heissemBs, By, ..., B, eine Zerlegung voQ.

Satz 5.3.3Satz von Bayes

Sei (Q,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Bilden die Eresga
B1,Bo,...,By eine Zerlegung vo® mit P(B;) > O, fur allei = 1,2,...,n, so gilt
fur ein EreignisA € 2(Q)

n

P(A) = ZP(A|Bi)‘P(Bi)-

5.4 Stochastische Unabh angigkeit

Greifen wir noch einmal das BeispigWiurfeln mit zwei Wurfeln auf'. Es wer-
de wieder mit zwei unterscheidbaren (schwarz und weissjféiigleichzeitig
gewdurfelt. Es seie@ und A wie in obigem Beispiel gegeben. Es ist nun die Wahr-
scheinlichkeit gesucht, dass die Augensumme grof3er 9nist uwler Bedingung,
dass der schwarze Wirfel eine 4 ist:

A= {(47 6)7 (57 5)7 (57 6)7 (67 4)7 (67 5)7 (67 6)} P(A> =

olRr Oolk

B= {(47 1)7 (47 2)7 (47 3)7 (474)7 (47 5)7 (47 6)} P(B> =
DamitistANB = {(4,6)}, alsoP(ANB) = 4, undP(AB) = “5g®) = 1.
Dieses Ergebnis ist interessant, denn esRji|B) = P(A) und damit
P(A) - P(B) = P(ANB). Das EreignisA tritt unabhangig vorB ein.
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Definition 5.4.1 Stochastische Unabhangigkeit
Ist (Q, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Die Ereigni&gd® heissersto-
chastisch unabl&ngig genau dann, wenn gilt:

P(ANB) =P(A)-P(B)

Beispiel 5.4.1 Schultest 2
Bei einem weiteren Schultest hat es folgendes Ergebnitgege

bestanden (B) nicht bestanden
Madchen (A) 60 20 80
Jungen 30 10 40
90 30 120

Die Wahrscheinlichkeit, ein Madchen auszuwahlen lggtra

80 2

N =120"3
Die Wahrscheinlichkeit, ein Kind auszuwahlen , dass elta hat, betragt

9 3

®=120"3
Betrachet man hier die Wahrscheinlichkeit, ein Madchassdestanden hat, aus-
zuwahlen, so gilt:
60 1
Somit gilt
P(Aﬂ B) = P(A) . P(B)

Die Ereignisse, ein Madchen auszuwahlen und ein Kind,bdssanden hat aus-
zuwahlen, sind stochastisch unabhangig. 0

Man kann die Definition auf endlich viele Ereignisse Ulsyan:

Definition 5.4.2 Stochastische Unabhangigkeit von n Ereignissen
Ist (Q,P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine endliche ikamon Er-
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eignisse Aj|i € |} heisststochastisch unablngig, wenn fur jede endliche Teil-
familie J C | qgilt:

P(1A) =[P

ied

Anmerkungen:

1. AusP(A1NA2N...NAy) = P(A1) - P(A2) - ... P(A,) folgt nicht zwingend
die stochastische Unabhangigkeit der Ereignisséy. . . ., A, (sieheUbung)

2. Sind n Ereignisse stochastisch unabhangig, so giltalieb fur jedes Ereig-
nispaatr.

3. Stochastische Unabhangigkeit ist etwas anderes alsreimbarkeit. Ersteres
ist Uber die Wahrscheinlichkeiten definiert, letzteredeagetAN B = 0.

4. Stochastische Unabhangigkeit bedeutet, dass einen@atjB keinen sto-
chastischen Einfluss auf ein Ereigiiiat. Dies bedeutet aber nicht, dass in
der Realitat kein Einfluss besteht. Man wird beim wieddadmlAusfihren
eines Experiments (z.B. 3 mal eine Munze werden) davonedesy dass die
Einzelexeprimente unabhangig voneinander sind. In datitae handelt es
sich aber erstmal nur um getrennte Experimente, von denenamammt,
dass die zugehorigen Ereignisse auch stochastisch angighsind. Dies ist
aber eine Modellannahme.

5.5 Beispiele

Beispiel 5.5.1 Diabetes
In einer Population seien 60 % Frauen. Der Anteil der Fradiergn Diabetes leiden
betrage 1%, der Anteil der Manner, die an Diabetes leidetnage 5%.

1. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit , dass eine zufaliggewahlte Person
an Diabetes leidet

2. Sind die EreignissgDie Person ist weiblich* ung die Person leidet an Dia-
betes" stochastisch unabhangig

3. Ein zufallig ausgewahlte Person hat Diabetes. Wie ggb8Bie Wahrschein-
lichkeit , dass die Person weiblich ist.
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Losung:

Es gibt folgende Ereignisse

F :,die ausgewahlte Person ist eine Frau®, R{if ) = 0.6
M : , die ausgewahlte Person ist ein Mann®, iR{M) = 0.4
D: ,die ausgewahlte Person hat Diabetes"

G: ,die ausgewahlte Person ist gesund*

Gegeben sind weiterhid(D|F) = 0.01 undP(D|M) = 0.05.
Das Baumdiagramm in Abbildung 5.6 veranschaulicht dieeidu.

Geschlecht

hat Diabetes

F M
‘ DIF | G|F | D|M | G|M ‘ ‘

Abbildung 5.6: Baumdiagramm zur Veranschaulichung demmagen Wahrscheinlichkeiten

1. Gesucht isP(D): Da die Ereignisse F und M unvereinbar sind gilt

P(D) = P(DNF)+P(DNM)=P(D|F)-P(F)+P(D|M)-P(M)
— 0,01-0,6+0,05-0,4= 0,026 .

Die Wahrscheinlichkeit , dass eine zufallig ausgewaRkeson an Diabetes leidet,
betragt 2,6 %.

2. Die Ereignisse F und D sind stochastisch unabhangignw&b|F) = P(D)

gilt. P(D|F) = 0.01, P(D) = 0.026, damit sind die Ereignisse nicht stochastisch
unabhangig.

3. Gesucht ist die Wahrscheinlichk&tF |D).

P(D|F)-P(F) 0,01.0,6
P(D) 0,026

P(F|D) = —0,231
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Die Wahrscheinlichkeit , dass eine zufallig ausgewaR#eson, die an Diabetes lei-
det, weiblich ist betragt 23,1 %.

Beispiel 5.5.2Kinder, Kinder
Die Geschlechterverteilung von Kindern soll gleichvdttsein. Eine Mutter mit
zwei Kindern sagt:
1. Mein erstes Kind ist ein Junge
2. Ich habe mindestens einen Jungen
Wie gross ist jeweils die Wahrscheinlichkeit, dass die Euguch ein Madchen
hat?
Losung:
Es handelt sich um ein Laplace Experiment @i {(ww), (mm), (mw), (mm) }.
Das Ereignis mindestens ein Madchen zu habégs: {(ww), (wm), (mw) }.
Das Ereignis als erstes Kind eine Jungen zu habesa:{(mw), (mm)}.
Das Ereignis mindestens einen Jungen zu haben ist dutch(wm), (mw), (mm)}.
Damit betragt

MNg| 1 _MNnJ] 2

PMA = =5 =5 und - P(M) = =3 =2

Beispiel 5.5.3Z0ONK - Das Ziegenproblem

In einer Fernsehshow gibt es drei Tore. Hinter zweien stetg Ziege bzw. der
ZONK, hinter einem der Hauptgewinn, ein Auto. Der Kandidat&in Tor auswahlen.
Danach offnet der Moderator eines der beiden anderen Tiormar Ziege dahin-
ter (zufallig, falls beide Tore eine Ziege verbergen). Bandarf der Kandidat seine
Entscheidung noch einmal andern. Ist es sinvoll, die tirsgliche Entscheidung zu
verwerfen und zu wechseln?

LOsung:

Berachtung als dreistufiges Experiment:

a: Das Auto wird zufallig hinter ein Tor gestellt

k: Der Kandidat wahlt ein Tor

m: Der Moderator offnet ein Tor

Q={(ak,m)|akme {1,2,3}}
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Ereignis,Auto steht hinter Tor i “A; = {(a,k,m)| a=1i}
Ereignis,Kandidat wahlt Tor i “:Kj = {(a,k,m)| k=1i}
Ereignis,Moderator offnet Tor i “:M; = {(a,k,m)| m=i}

Verglichen werden missen nun die WahrscheinlichkeiiigaEi Wechsel des Tores
zu gewinnen bzw. die urspriingliche Entscheidung beizalbe

Bleibt man bei der urspriingliche Wahl, so hat die Entsamggddes Moderators
keinen Einfluss. Die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen tgit%

Das Auto steht mit einer Wahrscheinlichkeit vénhinter einem der beiden an-
derern Tore. Der Moderator offnet das Ziegentor 2, wir lwahdaraufhin 3. Die
Wahrscheinlichkeit betragt also daén

Und nun formal:
Das Baumdiagramm in Abbildung 5.7 veranschaulicht diegidu.

Auto steht hinter

Kandidat wahlt

1/. 172 1 1 1 1/ 1/2 1 1 1 12

2 (=] [2]) [slafe]e] [2][2][s

Abbildung 5.7: Baumdiagramm zum Ziegenproblem

Moderator 6ffnet

2]

Mit p(a,k,m) :=P({(a,k,m)}) gilt z.B.

p(2,1,3) =

1 p(l7 173> = 5'5"" 7

Wl
Wl

Die Wahrscheinlichkeit, bei Wechsel zu gewinnen ist z.B.

_ P(A2NKiNM3) p(2,1,3) __ 19
P(A2|K1NM3) = P(KiNM3)  p(2,1,3)+p(1,1,3) 1/9+1/18

_?
~3

Man erhalt die Wahrscheinlichkeit, bei Wechsel zu gewmiredem man die Wahr-
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scheinlichkeiten aller Ereignisse addiert, bei denen3Hahlen verschieden sind:

p(1,2,3)+p(1,3,2)+p(2,1,3)+p(2,3,1) +p(3,1,2) +p(3,2,1) =6~ - = - 1=7

Die Wahrscheinlichkeit, bei urspriinglicher Entscheiglao gewinnen, ist z.B.

_P(AINKiNMa) _ p(L,13) 118 1
PR = o Ms) P2 1.3+ p(LL3)  1/8+1/18 3

Man erhalt die Wahrscheinlichkeit, bei ursprunglichetdeheidung zu gewinnen,
in dem man die Wahrscheinlichkeiten aller Ereignisse atidieren ersten beiden
Zahlen gleich sind und die dritte davon verschieden:

p(17 17 2) + p(17 17 3) + p(27 27 1) + p(27 27 3) + p(37 37 1) + p(37 37 2) ==6-5-5° P

7
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5.6 Bernoulli-Experimente

78

Bisher haben wir nur Experimente betrachtet, bei denenEddimentarereignisse
die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. Im folgenderesolZufallsexperimente
betrachtet werden, deren Ergebnismenge aus zwei Elembagtaht, wobei die
Wabhrscheinlichkeiten der Ergebnisse nicht zwingend glerin miussen. Bei der
Quialitatskontrolle ist z.B. die Wahrscheinlichkeit, d&n Werkstiick fehlerhaft ist,
deutlich kleiner als die Wahrscheinlichkeit, dass es fdtdeist (hoffentlich, sonst
hat das Unternehmen ein Problem!!).

Definition 5.6.1 Bernoulli Experiment
Ein Zufallsexperiment, dessen Ergebnisraum aus genauEemienten besteht,
heisstBernoulli Experiment.

Die beiden Ergebnisse werden haufig mit Treffer oder Nieteelchnet und durch
»1“und,0" dargestellt.

Die Wahrscheinlichkeit fur einen Treffer sei=P({1}) = P(1). Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit fur eine Nietg:=1— p.

Beispiel 5.6.1Wurfeln einer 6
Beim ExperimentWurfeln einer 6* istp = % undqg=

olol

O

Nun interessiert im allgemeinen nicht der Ausgang einezgam Bernoulli Expe-
riments, sondern die Hintereinanderschaltung vielecgbaitiger Experimente.

Definition 5.6.2 Bernoulli-Kette
Ein Zufallsexperiment, bei dem ein Bernoulli-Experimentnal hintereinander
ausgefuhrt wird, heis@ernoulli Kette der L angen.

Ist Q der Ergebnisraum des Bernoulli-Experiments, so ist
Q=0"=Q0x...xQ
N———’
n—mal
der Ergebnisraum der Bernoulli-Kette.

Beispiel 5.6.2Wiederholt eine Miinze werfen
Wird eine Miinze n-mal hintereinander geworfen, so stedieh folgende Fragen?
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1. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim k-ten Véustmals Zahl ein-
tritt?

2. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestensalZahl eintritt?
3. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, k-mal Zahl zu weffen 0

Die Wahrscheinlichkeit, Zahl zu werfen, sgi(bei einer verbogenen Miinze muss
nicht zwingendp = 1/2 gelten).
Der Ergebnisraum ist durch

Q={(w,...,on)|wx €{Z,K}i=1,...n}

gegeben. Ein Elementarereignis besteht also aus einerpei-Tu

1. Beim k-ten Wurf erstmals Zahl

Hierzu missen die erstédn— 1 Versuche Kopf zeigen und der k-te Versuch muss
Zahl zeigen:

P(K.K,...K,Z)=(1—p)¥L.p
N——
k—1—mal

2. Mindestens einmal Zahl
Mindestens einmal Zahl zu werfen ist gleichbedeutend nohtmur Kopf werden.
Die Wahrscheinlichkeit nur Kopf zu werden betragt

P(K,K,....K)=(1—p)"

n—mal

Damit betragt die Wahrscheinlichkeit P, mindestens elrdahal zu werfen
P=1-(1-p)

3. k-mal zZahl

Die Wahrscheinlichkeit, dass an den ersten k-Stellen Zadhkun den weiteren Stel-
len Kopf eintritt istp* - (1 — p)". Dies ist aber nur eine Permutation bei der k-
mal Zahl eintritt. Insgesamt gibt &) Permutationen. Es handelt sich um eine
k-Kombination ohne Wiederholung. Aus n-Elementen kann pfame Beriicksich-
tigung der Reihenfolge auf)) Arten k Elemente auswahlen.
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Man erhalt die Wahrscheinlichkeit filirTreffer bei einer Kettenlange

Pon = (2) P (1-p)

Beispiel 5.6.3Irrfahrt

Ein Teilchen bewege sich auf den Punktea-0,+2,... auf der x-Achse. In je-
dem Schritt springt es mit der Wahrscheinlichkeit p nacttgeand mit der Wahr-
scheinlichkeit g=1-p nach links. Das Teilchen starte imi@@n Wie gross ist die
Wahrscheinlichkeit, dass es nach 11 Schritten im Punkt3ajb) -4 ist?

Um in 11 Schritten im Punkt 3 zu landen muss es 7 Schritte ressdtis und 4 Schrit-
te nach links machen. Um 4 Schritte nach links zu machen,eg;i()tl) Moglich-
keiten. Die Wahrscheinlichkeit betragt somit

(11 £ 4

Nach 11 Schritten auf Position -4 zu gelangen ist unmogtiehWahrscheinlichkeit
betragt also 0. Dies kann man sich wie folgt klar machenLIglie Anzahl der
Schritte nach links und R die Anzahl der Schritte nach redasnusfR+L =11
undR— L = —4 gelten. Dies hat aber keine ganzzahlige Losung. 0

5.7 Zufallsvariable, Verteilung und Verteilungsfunktion
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Wir haben bisher die Elemente der Ergebnismenge betraaidahre Wahrschein-
lichkeit bestimmt. Im Falle eines Wurfels haben wir die Aagahl dabei jeweils
mit der natUrlichen Zahl identifiziert, die der Augensumengspricht. Beim Werfen
einer Miinze haben wird K oder Z geschrieben und die ggf. mid1 identifiziert.
Im folgenden soll dies nun formalisiert werden:

Definition 5.7.1 Zufallsvariable
Sei (Q,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit abzahlbarer Ergebnisye€. Eine
Funktion

X:Q — R (5.3)

w — X(w)
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heisstZufallsvariable auf Q. Eine Zufallsvariable wird auch zufallige Variable
oder Zufallsgrof3e genannt.

Der Name ruhrt daher, dass das Ergelnises Zufallsexperiments zufallig ist.
Damit ist auchX (w) zufallig. X selbst ist eine eindeutige Zuordnung, denihisie
erst einmal fest, ist auck(w) bestimmt.

Definition 5.7.2 Diskrete Zufallsvariable
Eine Zufallsvariable X mit abzahlbarer Wertemeng®) heisst diskret.

Im Beispiel des Munzwurfs is® = {Z,K}. DurchX({Z}) =1 undX({Z}) =0
wird eine diskrete Zufallsvariable definiert.

Eine Zufallsvariable X mit Uberabzahlbarer Wertemexg€) heisst stetig. Ein
Beispiel fur eine stetige Zufallsvariable ist z.B. die keelsdauer einer Gluhbirne.

Definition 5.7.3 Wahrscheinlichkeitsverteilung
Sei(Q, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlicher oder abzateib&rgebnis-
mengeQ und X :— R eine diskrete Zufallsvariable adf, dann heisst das durch

Px({k}) :=P{we Q|X(w)=k}), keR

definierte Wahrscheinlichkeitma® die Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder
kurz: Verteilung) der ZufallsvariableX.

FurPx ({k}) schreibt man auch ku2(X = k).
Die Verteilung eines Wiirfels ist in Abbildung 5.8 dargdiste

Haufig interessiert die Wahrscheinlichkeit, dass ein@lsfariable Werte annimmt,
die kleiner als ein vorgegebener Werssind. Dies Wahrscheinlichkeit ist durch
P(X < x) gegeben. Fur beliebigeist somit eine Funktion definiert:
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=x)
F(X)

P(X
Il

16 - -——

Abbildung 5.8: Verteilung (links) und Verteilungsfunktiqrechts) des Laplace Wiirfels

Definition 5.7.4 Verteilungsfunktion
Sei X eine diskrete Zufallsvariable, dann heisst die Fumkti

F:R — [0,1] (5.4)

X F(x)::P(ng)::ZP(X:xi)

X <X

Verteilungsfunktion der ZufallsvariablerX.

Die VerteilungsfunktiorF ist monoton steigend.
Es giltP(a< x<b)=F(b) —F(a).
Die Verteilungsfunktion eines Wirfels ist in Abbildunggdargestellit.

5.7.1 Binomialverteilung
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Betrachten wir noch einmal das n-malige Werfen einer Muhzé\bschnitt 5.2.6

hatten wir die Wahrscheinlichkeit bestimmt, genau k-mdllza werfen. Beschrei-
ben wir das Experiment durch die ZufallsvariaKledie die Werte 01, . ..,n anneh-

men kann (Anzahl der Zahlwirfe), dann ist

PX=K)= (1) - p

Definition 5.7.5 Binomialverteilung
Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die die WertglQ .., n annehmen kannX

heisstbinominalverteilt mit den Parameteme N undp, 0< p < 1, genau dann,
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wenn gilt

P =)= () (L P = B0,

Der Name der Binomialverteilung folgt aus der Analogie zuimdBnischen Satz:

(a+b)"= i (E) .ak-p k.

k=0

Die Binomialkoeffizienten erhalt man aus dem Pascalscherebk

n=0 1 (8)

n=1 1 1 ©) (1)

n=2 1 2 1 ©) ) 5

n=3 1 3 3 1 © 3 3 3
n=41 4 6 4 1 ) &) (3 )

Die Verteilung istin Abbildung 5.10 fim= 20 undp = 0,05 bzw.p = 0,5 gegeben.
Ist die Wahrscheinlichkep = 0,5, liegt also ein Laplace Experiment zugrunde, so
ist die Verteilung symmetrisch.

0.5 0.4

0.4~ N
[

o

)
I
I

Baoos(k)

o
[N}
T
I

BZO;O.OS(k)

o
=
T T T
|

5 10 15 20 0 5 10 15 20
k k

o

o

Abbildung 5.9: Binomialverteilung fuim = 20 undp = 0,05 (links) bzw.p = 0,5 (rechts).

Beispiel 5.7.1 Blumenzwiebeln

Man erhalt Blumenzwiebeln in Packungsgrof3e von 20 StDek Handler gibt eine
90%ige Garantie, dass die Zwiebeln keimen. Man weiss awhing, dass 5 %
der Zwiebeln nicht keimen. Wie grof3 ist die Wahrscheinl@hkdass eine zufallig
ausgewahlte Packung die Garantie nicht erfullt.
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Losung:
Man nimmt an, dass das Keimen der Zwiebeln voneinander @mafidp ist, so ist
die Wahrscheinlichkeit, dass genladwiebeln nicht keimen

20
B2o:005(K) = P(X = k) = < k) .0,05¢- 0,95%0 K,
Die Garantie ist nicht erfiillt, wenn mehr als 2 Zwiebelnhtikeimen.
PX>2)=1-P(X<2)=1-(P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)) ~ 0,08

Damit ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 8% die Keimgaramicht erfullt. o

5.7.2 Hypergeometrische Verteilung
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Im Beispiel 5.7.1 haben wird angenommen, dass es sich baideelnen Blumen-
zwiebeln um voneinander unabhangige Experimente hanBettachet wir nun
noch einmal das Beispiel 5.2.10. Man hat eine Lieferung v@rrédstplatten und
mochte wissen, ob die Lieferung in Ordnung ist, so testdtltvhan eine gewisse
Anzahl aus und testet sie. In diesem Fall verandert sickMadierscheinlichkeit, eine
defekte Platte zu erwischen, jeweils mit der Anzahl derdnislusgewahlten Platten.
Es handelt sich um ein Experiment ohne Wiederholung wie iscAhitt 5.2.4.

Definition 5.7.6 Hypergeometrische Verteilung
Eine ZufallsvariableX heissthypergeometrisch verteilt mit den Parametern
N.,M,neN,1<n<Nund0<K <N, genau dann, wenn gilt

My (N—M
() Chic)

Hn:min(K) = P(X =K) = fur 0<k<min(M,n).

In Abbildung sind zwei Beispiel fur hypergeometrischeteédungen gegeben.

Fur sehr grol3e Werte vdd bezogen auh kann die hypergeometrische Verteilung
durch eine Binomialverteilung approximiert werden (Aldoihg 5.11).Die Wahr-
scheinlichkeitp fur die Binomialverteilung ergibt sich aus dem Quotienten N
und M aus der hypergeometrischen Verteilupg: %
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Abbildung 5.10: Hypergeometrische Verteilung fiir= 100, M = 20 undn = 10 (links)
bzw.N = 100,M = 50 undn = 10 (rechts).

B10:0,2 und H 100;20;10

0.4

« Binominalverteilung
o hypergeometrische Verteilung
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Abbildung 5.11: Vergleich der Binomialverteiluriyo,q2 (Schwarz) mit der hypergeometri-
schen Verteilunddoo:20;10(Weiss).

5.8 Erwartungswert und Varianz diskreter Zufallsvariable n

5.8.1 Erwartungswert

Betrachten wir noch einmal das Beispiel mit einem Wurfelzufeln. Wir wissen
dass die Wahrscheinlichkeit fur jede Augez%hbetrégt. Bei einem Glucksspiel
ist man an der Gewinnerwartung interessiert oder andeggedusckt, man mochte
wissen, ob das Spiel fair ist.

Beispiel 5.8.1 Gummibarchen

Beim einmaligen Wurfeln mit einem Laplace-Wiurfel befréder Einsatz 5 Gum-
mibarchen. Ich gebe also meinem Mitspieler 5 Barchen.eBer geraden Augen-
zahl erhalte ich soviele Barchen wie Augen von meinem Neisp, bei einer un-

geraden doppelt soviel wie Augen. Die Frage ist nun inwiewas Spiel fair ist,

d.h. ob beide Spieler die gleiche Gewinnerwartung haberrgibt sich folgende
Situation:
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Augenzahl 1/2/3/4|5|6
Barchenzahl 2|12/6(4|10|6

Y 11111 1
Wahrscheinlichkeit AR ERE:

Wir betrachten die Zufallsvariable, die die Anzahl der erhaltenen Barchen angibt:

Xi 10

P(X=x)

ol N
ol N
ol O

ol

Die erwartete Barchenzahl ergibt sich nun, indem wir jésvéie Wahrscheinlich-
keit fur eine bestimmte Barchenzahl mit der Barchenzabltiplizieren und das
ganze aufsummieren:

2 2 2 1 30

Das Spiel kann somit als fair angesehen werden, da der Eigeedde 5 Barchen
betragen hat. 0

Bemerkung: In vielen Blichern sind Beispiele von Glucksspielen umdsBlieses ist aber
aus padagogischer Sicht nicht fur die Schule geeignetijésamt sollte darauf verzichet
werden Glicksrad-, Roulette- oder Pokerbeispiele in ddwu® zu behandeln. Sinnvoll
halte ich hingegen die Behandlung von Lotto, da fast jederitiam Kontakt kommt. Eine

Auseinandersetzung mit den Gewinnchancen ist also wansglert.

Definition 5.8.1 Erwartungswert (bei endlicher Wertemenge)
SeiX eine diskreten Zufallsvariable, die die Wexte. . . , X, annimmit.
n

E(X):=x1-P(X=X1) ++--+%-P(X =%) = } %-P(X=X)
i=1

heisstErwartungswert von X. Der Erwartungswert wird auch mitbezeichnet.

Es handelt sich beim Erwartungswert um eine gewichtete Saiahen Werte. Die
Gewichte sind gerade die Wahrscheinlichkeiten.
Sind die moglichen Ergebisse nicht genauer spezifizied, ist X eine zufallige
Variable auf dem{Q, P) , dann schreibt man auch:
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E(X) = %X(wyp(w)

Beispiel 5.8.2 Erwartungswert des Wiurfels
Beim einmaligem Werfen eines Laplace-Wirfels betragtetivartete Augenzahl
1 1 1 1 1 1

E—1.242.-13.244.-145.-16.= —
6+ 6+3 6+ 6+5 6+66 3,5

Satz 5.8.1SeiX eine diskrete Zufallsvariable uradb € R, dann gilt

E(aX+b)=a-E(X)+Db

Beweis Nimmt die ZufallsvariableX die Wertex, ..., x, an, so gilt

n

E(aX+h) = Zl(a)q +b)-P(X = x)

= a- <iix;-P(X:x;)>+b-i_ilP(X:xi):a-E(X)—|—b n
=1

Definiert man fur zwei diskrete Zufallsvariabe¥hundY auf derselben Ergebnis-
mengeQ ihre SummeX +Y durch

(X+Y)(w) =X(w)+Y(w), weQ,

so gilt:

Satz 5.8.2SeienX,Y zwei diskrete Zufallsvariablen auf derselben Ergebnistpen
geQ so gilt

E(X+Y) =E(X) +E(Y)

Beweis Ubung n
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Beispiel 5.8.3Munzwurf
Betrachtet wird eine Bernoulli-Kette der Lange 2:

Q = {Adler,Zahl}

1. Munzwurf: X (Adler) = 1, X(Zahl) =0

2. Munzwurf:Y (Adler) = 1,Y(Zahl) =0

EsgelteP(X=1)=P(Y =1) = p:
E(X)=1.-P(X=1)40-P(X=0)=1-p+0-(1—p)=p, E(Y) analog
Es gilt alsoE(X) +E(Y) =p+p=2p

X +Y nimmt die Werte 0,1,2 an, wobei gilt:
P(X+Y =0) = (5) - p°- (1—p)2 = (1—p)?
PX+Y=1)= () -pt-(1-p)t=2-p-(1-p)
PX+Y=2)= (5 - p*(1-p)°=p

E(X4+Y)=0-(1-p)?+1-2.-p-(1—p)+2-p?=2p—2p°+2-p>=2p O

5.8.2 Varianz

88

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen gibt Auskunliftef die Lage der Ver-
teilung. Eine weiter Kenngrol3e ist djBreite” der Verteilung. Hierzu werden die
Abweichungen der einzelnen Wertevom Erwartungswerft betrachtet. Analog
zur Methode der kleinsten Quadrate (2.2.1) werden nun alshAbstande sondern
die Abstandsquadrate aufsummiert und dabei mit der jeyeziliVahrscheinlichkeit
gewichtet:

Definition 5.8.2 Varianz (bei endlicher Wertemenge) Seeine diskrete Zufalls-
variable, die Werteq, ..., X, annimmt.
2 C 2
VM%=HM—EMD>:ZM—EM»-WX=M
i=
heisstVarianz von X. Die Varianz wird auch mit? bezeichnet.
Die positive Quadratwurzet = v/ 02 heisstStandardabweichungoderStreuung
von X.
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anders ausgedruckt:

VM%ZE«X—HMVF=ZyQ®—EMD?W®

we

Beispiel 5.8.4Varianz des Wirfels
Beim einmaligen Werfen eines Laplace-Wiurfels betragt\dirianz

1 1 1
V = (1-3,52-Z+(2-3,5)2-Z+(3-3,5)2. =
(1-3,5)% & +(2-3,5)% =+ (3-35" ¢
1 1 1
4-35)2.24(5-3,5)%. = +(6—3,5)%-=
+ (4-35%c+(5-39% £ +(6-35 ¢
17,5
= T2 x2092
6 ’ .

Satz 5.8.3Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die Wertg . . ., X, annimmt, und
uderen Erwartungswert, dann gilt

V(X) = E(X?) — P

n

V() = E(x-17)= 3 06— PX=x)

i=
n

= 3 0F 26 PX =)

- ixiz.P(X:xi)—Zuixi-P(X:Xi)—i-uzip(xzxi)
i=1 i=1 i=1

n
= Z\&Z-P(X =) — 20 Pt -1
i=
= E(X?) -2 n
Beispiel 5.8.5Varianz des Wiirfels
Beim einmaligen Werfen eines Laplace-Wiurfels gilt

6
1 01 1 1 1 1 91
E(X?) =Y i%P(X=i)=1-2+44-2+49- 2416 2+25.-4+36- = = — ~ 15,17
();I(U st +9 L 16 4+25 - +36 L ="—-~15
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V(X)=15,17—3,52=2,92

Satz 5.8.4Sei X eine diskrete Zufallsvariable uradb € R, dann gilt

V(aX+b) =a?-V(X)

Beweis Ubung n

Satz 5.8.5SeienX,Y zwei diskrete Zufallsvariablen auf derselben Ergebnisien
ge Q und sindX undY unabhangigeZufallsvariablen, dann gilt

V(X+Y)=V(X)+V(Y)

5.8.3 Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung

90

SeienX;, i = 1,...,n Zufallsvariable, die die Werte 0 und 1 annehmen kdnnen, und
seiP(X;=1)=pfa.i=1...,n
FUr den Erwartungswert vay gilt

E(X) = 1-P(X =1)+0-P(X =0) = p
Fir die Varianz gilt nach Satz 5.8.3 mitdp =: q

V(X) = E(X?)—(E(X))?=12-P(X =1)+0*-P(X = 0) — p?
= p-p’=p-(1-p)=pg

Die ZufallsvariableX = 3! ; X; ist binominalverteilt und es gilt

(0 ~E(3 %) = 5 E(X)) = np

Da die Einzelexperimente der Kette voneinander unabkyasigd, gilt

n

V(X) = ZVO@ =npq
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5.9 Tschebyscheffsche Ungleichung

Erwartungswert und Varianz sind Gro3en, die Informatioiber eine Verteilung
geben. Die Varianz ist ein Mal} fur die Streuung einer Ventg. Man kann also
fragen, inwieweit die Werte einer Zufallsvariablen vom Briungswert abweichen,
und vermuten, dass dies etwas mit der Varianz zu tun hat.

Sei also eine Schrank&vorgegeben. Wir wollen nun wissen, wie grof3 die Wahr-
scheinlichkeit ist, dasX Werte ausserhalb des Interval5(X) — a,E(X) + a] an-
nimmt, also X — E(X)| > agilt.

Hierzu liefert die Tschebyscheffsche Ungleichung einedhiaszung:

Satz 5.9.1 Tschebyscheffsche Ungleichung
SeiX eine diskrete Zufallsvariable mit ErwartungswE(iX) und VarianzV (X),
dann gilt fur jedesa > 0

V(X)

PIX—E(X)| 2 8) <

Beweis SeiA = {w e Q| [ X(w) —E(X)| > a}, dann gilt
V(X) = %P({w})[x(w) —E(X)?
> P({oh)X(w) ~E(X)]?

wWeA
> P({w})-a

WA
= P(A)-a ]

v

v

Beispiel 5.9.1Beim einmaligen Wrfeln gilE = 3,5 undV = i’—%
Fura=2,5 gilt

A={we Q| |X(w)—E(X)| >a} ={1;6} mitP(A) = - ~0,33

Wl

. Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung gilt:

VO - 35 7 047

P(A) < - _
(>—2,52 12-6,25 15
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Fura=1,5qgilt

A={we Q| |X(w)—E(X)| >a} ={1;2;5;6 mit P(A) = = =~ 0,67

wIiN

Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung gilt:

V(X) 35 35
P(A) < = =—=~1
( )—-2,52 12.2,25 27 )3
Dies ist sowieso klar.

Man sieht, dass die Abschatzung sehr grob ist. Ein NutzeGtgchung liegt bei
der Qualitatskontrolle.

Satz 5.9.2Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die die Werte 0 und 1 annetfime
kann undP(X = 1) = p gilt. Bei einer Bernoulli-Kette der Lange gilt fur die
ZufallsvariableX, die den Mittelwert vorX angibt,

V(X)
n-a2

P(X-E(X)| = a) <

Beweis Nach Abschnitt 5.8 und 5.8.3
_ 1n 1 1
E(X) = E( 3 X) = (E(X) = [np=p=E(X).

Da die Einzelexperimente der Kette voneinander unabkyasigd, gilt

O _viicy oL _ 1 pa_V(X)
VOO =V(5 3 X) =5 5 V(X) = npa= "= =
Damit gilt nach Satz 5.9.1 die Behauptung. n

Beispiel 5.9.2Ein Hersteller verspricht, dass hochstens 5% seiner Rtedehler-
haft sind. Es werden aus der Gesamtproduktion StichprobeG3e 100, 1000,
10000 genommen. Mit hochstens welcher Wahrscheinlitlikeien die Tester je-
weils mindestens 10% defekte Produkte?

Gehen wir davon aus, dass die Stichproben deutlich kleimer a&s die Grund-
gesamtheit, so kann man eine Binomialverteilung annehisenun p die Wahr-
scheinlichkeit fur ein fehlerhaftes Produkt (laut Hellstangabe< 0,05), so gilt
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nach 5.8.F(X) = pundV (X) = pg. Die Tschebyscheffschen Ungleichung liefert

P(X—E(X)|2@) =P(X-p|>a) < 5
Ist der Erwartungswerm = 5% und wahlt man fua ebenfalls 5%, so ist das in der
Ungleichung betrachtete Intervall, der Bereich von 0% %1 Man erhalt also
eine Aussage daruber, mit tber die Wahrscheinlichkessdlie Stichprobe mehr
als 10% Ausschuss enthalt (kleiner null geht ja nicht).

Fur die verschiedenen Stichprobengrof3en erhalt man
n= 100 P<19%
n=1000 P<1,9%

n= 10000 P < 0,19%
Die Wahrscheinlichkeit mehr als 10% Ausschufld zu erwiscivemn die erwartete

Ausschusshaufigkeit bei 5% liegt, hangt von der Stich@ngjoo3e ab. Je grol3er die
Stichprobengrol3e desto kleiner ist die Wahrscheinlithke 0

5.10 Stetige Zufallsvariablen

Kann eine Zufallsvariable nicht nur diskrete Werte annemmsgricht man von ei-

ner stetigen Zufallsvariablen. In diesem Fall kann man dsakscheinlichkeit dafur,

dass ein bestimmter Wert angenommen wird, nicht angebatid&ssen kann man
Aussagen dariiber machen, dass ein Wert innerhalb einesb#en Intervalls an-

genommen wird.

Anstelle einer Verteilung wird nun eine Dichtefunktionizehtet. Die Flache unter-
halb der Dichtefunktion betragt 1. Die Flache unterhab Qichtekurve innerhalb

eines Intervalls gibt gerade die Wahrscheinlichkeit assdan Wert innerhalb des
Intervalls angenommen wird.

Ein beruhmtes Beispiel ist die Gaul3sche Glockenkurves Eufallsvariable, deren
Dichte die Gaul3sche Glockenkurve ist, heisst normale¢édibildung 5.12).
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Dichte der Normalverteilung
0.5

X a b c

Abbildung 5.12: Dichte der Normalverteilung: Gaul3schedkémkurve
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6 Kryptologie

Die Kryptologie ist die Wissenschaft, Methoden zur Ver- irdschlisselung von
Daten zu entwickeln. Man unterscheidet zwischen der Krgplgie, der Entwick-

lung von Schlusselsystemen, und der Kryptoanalyse, descBliisselung. Man be-
zeichnet die Verschliusselung auch als Chiffrierung, dits€hlisselung als Dechif-
frierung.

Internet und die Online-Dienste Ubertragen Nachrichtaretschlisselt. Will man
vermeiden, dass Dritte Dinge mitlesen kdnnen, wie z.B.Kdeditkartennummer

beim Online-Shopping, oder das Klausurergebnis beim Adoruder Ergebnisse
Ubers Internet, so braucht man ein Kryptosystem. Auch rmasssich sicher sein,
dass eine Nachricht auch tatsachlich von der Person staramter sie vorgibt zu

sein, so braucht man eine sichere Signatur.

In den letzten Jahren hat sich hierbei insbesondere daddéygtem Pretty Good
Privacy, auch als PGP bekannt, durchgesetzt.

Die Kryptologie reicht mehrere tausend Jahre zuriick. Bchius Casar benutz-
te eine spezielle Methode der monoalphabetischen Chiffigge Er verschob die
Buchstaben seines Klartexts um 3 Stellen bezuglich dekahiptes nach links:

Klartext ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY?Z
Schlussek DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

Damit wird aus,Hundefutter* KXQGHIXWWHU .

Im Jahr 1466 hat L.B. Alberti erstmals den polyalphabegscEchliissel beschrie-
ben.

Im zweiten Weltkrieg benutzen die Deutschen eine Chiffigemittels einer Ma-
schine, bei der sich Walzen mit eingravierten Buchstabehtdn. Durch Verande-
rung der elektrischen Kontakte konnte man den Code, alsGidiBe der Verschie-
bung fur jeden einzelnen Buchstaben verschieben. Der &mgpf besal? eine ahn-
liche Maschine, die sogenannte ENIGMA, in die er den Codgegjeben hat und
dann durch Eingabe des verschlisselten Textes den Kiartexlten hat. Die Deut-
schen waren sich ihrer Sache sehr sicher. Insbesondere wigsks Verfahren zur
Verschlusselung aller Informationen der U-Boot-Flotmbtzt.

Da die Anzahl der Codes begrenzt war und England Uiber pfiffigptoannalytiker
wie Alan Turing verfugte, konnten mit Hilfe der ersten teisgsfahigen Rechner
sowie einer von einem deutschen U-Boot erbeuteten ENIGMI&r¢ings ohne
Code-Tabellen) die feindlichen Botschaften entschliiggrden. So hat die Com-
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putertechnik und die Mathematik entscheidend zur Entslcimgj des Krieges bei-
getragen.

Heutzutage ist die Kryptologie nicht mehr wegzudenkerhéssndere bei im Geld-
verkehr spielt die Verschlisselung eine entscheidendle.Ro

Letztlich ist der Grund fur Verschliisselungen, bestimmtormationen vor Fremd-
zugriff zu schiitzen. Besteht aber seitens Dritter eirré#ge an diese Informationen
zu gelangen, so wird es immer ausgefeiltere Methoden dgstBmanalytik geben.

6.1 Monoalphabetische Verschliisselung

Bei der monoalphabetische Verschlusselung wird jedenh&aben des Alphabets
genau ein anderer Buchstabe zu geordnet. Man hat also nazlb 28 26!~
4.10°% Anordnungen von 26 Buchstaben. Da die Anordnung, die derhakipt
entspricht entfallt, bleiben 26! 1 mogliche Schlissel. Die einfachste Moglichkeit
ist die bereits erwahnte Verschiebechiffrierung. DigSede ist einfach zu knacken,
man muss nur die 25 Verschiebemoglichkeiten, die das Alpteulasst, durchpro-
bieren.

Eine bessere Verschliusselung bietet die Zuordnung eglesbigen Buchstabens.

Mit der Verschliisselung
Klartext ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Schliussel WFUMQTVZSYIPLAKBCXHDONGRE]

erhalt man aus

KATZEN MOEGEN KEIN HUNDEFUTTER
den verschlisselten Text

IWDJQA LKQVQA IQSA ZOAMQTODDQX

Wie kann man nun eine Botschaft entschlisseln? AngenonSmciangen im Ma-
theunterricht ein Briefchen mit folgendem Text ab:

GSX DXQTTQA OAH OL AQOA OZX FQS LSX. MWAA IKQAAQA GSX MSQ
HBSUIJQDDQP TOQX LKXVQA NKXFQXQSDQA. GSX AQZLQA WL
FQHDQA MQA VPQSUZQA UKMQ GSQ ZQODQ MWTOQX. MWAA

LWUZD QH ASUZDH, GQAA MSQ JQDDQP VQTOAMQA GQXMQA.

MSQ QXMIOAMQWXFQSD HKPPDQ HK SL IWHDQA HQSA.

HOBS, VXOHH JWIH
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Wie konnen wir diesen Text entschliisseln?
1. Zahlen der Buchstabenhaufigkeiten

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY/Z
27 201304613536 7121115420175 5 4 8 1506

Wir vergleichen diese Haufigkeiten mit den Uiblichen Hgkditen eines deutschen
Texts, die man aus langen Texten erhalt. Diese Tabelle katinlich je nach Text
variieren:

A B C D E F G H | J K L M
591 1.85 2.83 5.36 17.70 1.67 2.81 4.34 7.67 0.18 1.49 3.68 2.

N O P Q R S T U Vv W X Y [Z
10.68 2.33 0.84 0.02 7.33 6.27 6.16 4.28 0.98 1.49 0.04 0.08 1.

Angegeben ist jeweils die Haufigkeit in Prozent.

Die Reihenfolge der Haufigsten Buchstaben ist alSHISRAT...".

Mit dieser Tabelle kommt man nun weiter. Der haufigste Btadtes in deutschen
Texten ist E. Man kann also vermuten, dass das E durch Q Vésselt wird. Ge-
nauso kann man auf die Verschlisselung von N durch A und damdh S schlie-
Ben. Wir erhalten somit

GSX DXQTTQA OAH OL AQOA 0OZX FQS LSX. MWAA IKQAAQA GSX MSQ

1 _E_EN N___ NEN ___ El . NN _ENNEN | _IE
HBSUIJQDDQP TOQX LKXVQA NKXFQXQSDQA. GSX AQZLQA WL
| EE _E EN EELEN. | E EN

FQHDQA MQA VPQSUZQA UKMQ GSQ ZQODQ MWTOQX. MWAA
E_EN EN _EL_EN __E IN E_E E. NN
LWUZD QH ASUZDH, GQAA MSQ JQDDQP VQTOAMQA GQXMQA.

E N__, ENN I[E E E E_NEN E_EN.
MSQ QXMIOAMQWXFQSD HKPPDQ HK SL IWHDQA HQSA.
IEE__NE_ElL E____ ___EN _EN.

HOBS, VXOHH JWIH
Il

Diese Zuordnung muss naturlich noch nicht richtig seinudser Text sehr kurz
ist und die Haufigkeiten nicht mit den Ublichen Uberamsten missen. Ein Hin-
weis auf die Richtigkeit ist das Auftreten der KombinatioN,Elie im Deutschen
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tatsachlich sehr haufig am Wortende auftritt.

Betrachtet man den Text genauer, sieht man, dass das 5. \Etxt dter NEUN
heissen konnte. Da das | bereits belegt ist, versuchersvailse mit der Zuordnung
O zu U. Weiterhin tritt die Kombination MWAA mehrfach auf,edkdonnte also
WANN oder DANN heissen. Auf alle Falle macht die ZuordnungzZWA Sinn.

Als haufiger Buchstabe tritt in deutschen Texten noch dasfRDa R haufig am
Wortende auftritt und in Kombination mit E vorkommt, lieged/ermutung nahe,
dass R durch X codiert wird.

GSX DXQTTQA OAH OL AQOA OZX FQS LSX. MWAA IKQAAQA GSX MSQ
IR _RE_EN UN_ U_NEUN UR El IR. _ANN _ENNEN IR [E
HBSUIJQDDQP TOQX LKXVQA NKXFQXQSDQA. GSX AQZLQA WL
|_E_ E _UER _REN _REEILEN. IR _E ENA_

FQHDQA MQA VPQSUZQA UKMQ GSQ ZQODQ MWTOQX. MWAA

E_EN EN _EIl_EN __E IE _EUE A UER. ANN

LWUZD QH ASUZDH, GQAA MSQ JQDDQP VQTOAMQA GQXMQA.

A__E_N___, ENN IE E_E_ _E_UNEN EREN.
MSQ QXMIOAMQWXFQSD HKPPDQ HK SL IWHDQA HQSA.
IEER_UNEARE. ___ E__ A _EN _EN.

HOBS, VXOHH JWIH

Ul U A

Nun sehen wir schon klarer. Betrachtet man die Kombinatidb8X, MWAA und
GQXMQ kann eigentlich nur W durch G und D durch M codiert werdaso

GSX DXQTTQA OAH OL AQOA OZX FQS LSX. MWAA IKQAAQA GSX MSQ
WIR RE_EN UN_ U_NEUN UR _El IR. DANN __ENNEN WIR DIE
HBSUIJQDDQP TOQX LKXVQA NKXFQXQSDQA. GSX AQZLQA WL
|_E_E__UER _REN _RERELEN. WR E_EN A_

FQHDQA MQA VPQSUZQA UKMQ GSQ ZQODQ MWTOQX. MWAA

_E_EN DEN _El_EN _DE WIE EU E DA_UER. DANN

LWUZD QH ASUZDH, GQAA MSQ JQDDQP VQTOAMQA GQXMQA.

A__E_NI__, WENN DIE _E_E_ _E_UNDEN WERDEN.
MSQ QXMIOAMQWXFQSD HKPPDQ HK SL IWHDQA HQSA.
DIE ERD_UNDEAR_EI_ E__I__A_EN EIN.

HOBS, VXOHH JWIH
_Ul, RU_ A
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Das Wort OAH (UN) konnte UND oder UNS heissen. Da das D schon weg ist,
nehmen wir also die Zurdnung von H zu S. Das Wort OL)(kann eigentlich nur
UM heissen also L wird zu M. Zusammen mit der NEUN dahintenrk@é es eine
Uhrzeit sein. Ware dies richtig konnte OZX (®) UHR heissen und somit ware
dann H durch Z codiert.

Da es sich um eine Schulerbrief handelt, liegt die Vermgtaahe, dass QXMIO-
AMQWXFQSD (ERD.UNDEAR_EI.) ERDKUNDEARBEIT bedeutet. Fragen wir
den Erdkundelehrer doch mal, ob eine Arbeit anliegt ;). Dawrd dann | zu K F
zuBundDzuT:

GSX DXQTTQA OAH OL AQOA OZX FQS LSX. MWAA IKQAAQA GSX MSQ
WIR TRE__EN UNS UM NEUN UHR BEI MIR. DANN K_ENNEN WIR DIE
HBSUIJQDDQP TOQX LKXVQA NKXFQXQSDQA. GSX AQZLQA WL

| K ETTE_ _UER _R EN _ RBEREITEN. WIR NE_MEN AM

FQHDQA MQA VPQSUZQA UKMQ GSQ ZQODQ MWTOQX. MWAA
BESTEN DEN _El_EN _ DE WIE _EUTE DA_UER. DANN

LWUZD QH ASUZDH, GQAA MSQ JQDDQP VQTOAMQA GQXMQA.
MA_ T E_NI_T_, WENN DIE _ETTE_ _E_UNDEN WERDEN.

MSQ QXMIOAMQWXFQSD HKPPDQ HK SL IWHDQA HQSA.

DIE ERDKUNDEARBEIT S__TE S_ IM KASTEN SEIN.

HOBS, VXOHH JWIH

SU I, RUSS _AKS

Nun, das zweite Wort kann eigentlich nur TREFFEN heissetzt d& es an der
Zeit, die letzten Vokale zu verteilen und nach CK, CH und SGk#chau zu halten.
Sinnvoll erscheint, dass K durch O codiert wird . Fuir CH ktenUZ stehen.

Weiss man nun noch, dass der berihmt-beriichtigte Petbrzaks gerufen wird,
so ist das Ende Klar. J codiert Z und V codiert G.

GSX DXQTTQA OAH OL AQOA OZX FQS LSX. MWAA IKQAAQA GSX MSQ
WIR TREFFEN UNS UM NEUN UHR BEI MIR. DANN KOENNEN WIR DIE
HBSUIJQDDQP TOQX LKXVQA NKXFQXQSDQA. GSX AQZLQA WL
S_ICKZETTE_. UER ORGEN _ORBEREITEN. WIR NE_MEN AM

FQHDQA MQA VPQSUZQA UKMQ GSQ ZQODQ MWTOQX. MWAA

BESTEN DEN _ EICHEN CODE WIE HEUTE DAFUER. DANN

LWUZD QH ASUZDH, GQAA MSQ JQDDQP VQTOAMQA GQXMQA.

MACHT ES NICHTS, WENN DIE ZETTE_ _EFUNDEN WERDEN.
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MSQ QXMIOAMQWXFQSD HKPPDQ HK SL IWHDQA HQSA.
DIE ERDKUNDEARBEIT SO__TE SO IM KASTEN SEIN.
HOBS, VXOHH JWIH

SU_I, GRUSS ZAKS

Nun das war’s wohl mit der Erkundearbeit;

WIR TREFFEN UNS UM NEUN UHR BEI MIR. DANN KOENNEN WIR DIE
SPICKZETTEL FUER MORGEN VORBEREITEN. WIR NEHMEN AM
BESTEN DEN GLEICHEN CODE WIE HEUTE DAFUER. DANN

MACHT ES NICHTS, WENN DIE ZETTEL GEFUNDEN WERDEN.

DIE ERDKUNDEARBEIT SOLLTE SO IM KASTEN SEIN.

SUPI, GRUSS ZAKS

Die Dechiffrierung ist also eine Mischung aus Statistikultion und Vorinforma-
tion. Diese Vorinformation besteht hier darin, dass wirseis, dass es sich um
Schulerbelange handelt und dass wir deren Spitznamerekenn

Wie hatten die Schiler den Code verbessern kdnnen?

1. Je kirzer der Text desto schwieriger die Entschliusgelu
2. Vermeidung von Satzzeichen und Leerzeichen oder diefackimitverschliisseln

3. Verschleierung der Haufigkeiten. Zuordnung von melré&eheimtextzei-
chen (z.B. Zahlenpaare) zu einem Buchstaben und zwar se wiel der
Haufigkeit entspricht

4. den Schlussel variieren (siehe 6.2)

Ein gewisser Herr Bauer hat einmal gesagt:

» EIn ideal fur die Chiffrierung vorbereiteter Klartext ist orthograjgth falsch,
sprachlich knapp und stilistisch grauenhatft.”

Die Entschlusselung des Textes hangt von der Sprache aey ider Text verfasst
wurde. Wie sind bisher davon ausgegangen, dass der Texeatdath geschrieben
wurde, und haben die Haufigkeitstabelle fur deutscheeTegtwendet. Fur engli-
sche Texte sieht diese Verteilung anders aus.
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6.2 Polyalphabetische Verschlisselung

Bei der polyalphabetischen Verschliusselung wir nichteiniCode sondern mehre-
re verwendet. Man kann zum Beispiel fur jeden Buchstabegnesinderen Schlissel
verwenden. Zum Beispiel kann das Wort ABBA mit folgendeni&deln zu HINT
codiert werden:

Klartext ABCDE..
1.SchlusseH L K D F

2. Schlussel GI R AV ..
3. Schlussel BN R W Q ...
4.SchlusselT V Z G X ..

Der Vorteil besteht darin, dass die Haufigkeiten der emaelSchliussel verschleiert
werden. Problematisch hierbei ist, dass der Empfangewaliwendeten Schliissel
kennen muss. Ein berihmtes Verfahren der polyalphabets¥erschlisselung,
bei der nur ein einziges Schlusselwort Ubermittelt werdwiss, ist die Vigenére-
Chiffrierung. Hierbei wird das Schlusselwort, z.B. HAMBR periodisch tiber den
Klartext geschrieben.

HAMSTERH AMSTE RHAMS
SCHNAPPI MACHT SPASS
ZCTFTTGP MMUAX JWAEK

Jeder Buchstabe wird dann mit dem Schlussel codiert, deijeleeiligen Buchsta-
ben des Schlusselworts, dem Schlisselbuchstabenriehtspies ist die Zeile im
Vigenére-Quadrat (Abbildung 6.1), die mit dem Schliissehstaben beginnt. Im
Beispiel wird das S in Schnappi mit der H-Zeile codiert. Daddwutet, man gehtin
die Zeile, die mit H beginnt, bestimmt im Klartextalphalsdss tiber dem Quadrat
steht, die Spalte in der der zu codierende Buchstabe stelmioomt als Ergebnis
den Buchstaben, der im Schnittpunkt von Zeile und Spalte.ste

Die Kryptoanalyse der Vigenére-Chiffrierung ist einfasbfern das Schlusselwort
relativ kurz und der Text relativ lang ist. Die Idee der Ehtésselung basiert darauf,
dass man den Abstand wiederkehrender Buchstabengrupptminé und daraus
auf die Lange des Schlusselwortes schlief3t. Hat man diggé bestimmt, weiss
man, welche Buchstaben mit dem gleichen Schlussel codigrden. Betrachtet
man die Haufigkeitsverteilung innerhalb aller Spaltew, miit gleichem Schliuissel
codiert wurden, so wird der am haufigsten auftretende Bablksdas E codieren.
Damit kennt man die Schliisselzeile und somit den Schiligslestaben.
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abcdefghijklmnopgrstuvwxyz

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY/Z
BCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZA
CDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZAB
DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC
EFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCD
FGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDE
GHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEF
HIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFG
I JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGH
JKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHI
KLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJ
LMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJK
MNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKL
NOPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLM
OPQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMN
PQRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMNDO
QRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOP
RSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQ
STUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQR
TUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRS
UVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRST
VWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTU
WXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUYV
XYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVW
YZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWX
ZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY

Abbildung 6.1: Das Vigenére-Quadrat zur polyalphabbtscVerschliisselung.

6.3 Asymmetrische Verschlisselung

Die Gefahren der mono- und polyalphabetischen Verscéliisg liegen in der
Ubermittlung der Schliissel. Bei der Public Key Verschilang besitzt der Sender
ein solches Wort nicht, sondern benutzt einen allen Nutzeri/erfugung stehen-
des Codewort des Empfangers, den offentlichen Schlildae der Empfanger be-
sitzt den geheimen Schlissel, mit dem die Nachricht daohiffeert werden kann.
Es gibt also einen Schlussel zur Verschlisselung, denthich ist, und einen zur
Entschlisselung, der geheim ist. Daher rihrt der Nammamsstrische Verschlisse-
lung. Der Vorteil besteht darin, dass der geheime Schilingstat verschickt werden
MusSs.
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Eine bekannte Public-Key-Kodierung geht auf Rivest, Shhamil Adleman zuriick
und heisst entsprechend der Anfangsbuchstaben RSA-#iguus.

6.3.1 Der RSA-Algorithmus

Die Grundlage dieses Algorithmus findet sich in der Zahleaotte.

Erzeugung der Schlussel

Zuerst werden der offentliche und der private Schlussedwegt. Ziel ist es, die
Schliissel so zu gestalten, dass es praktisch unmogljaeis private key aus dem
public key zu rekonstruieren. Man nutzt hierbei aus, das$Pdimfaktorzerlegung
sehr grolRer Zahlen sehr schwierig und zeitaufwandig sit.

Der private Schlussel besteht aus einer ganzen positigehdZder odffentliche aus
den zwei ganzen positiven Zahlemndn.

Privater Schlussel deZ*
Offentlicher Schluissek,n € Z*

Um diese Zahlen zu bestimmen, werden zwei grof3e Primzahbtegewahlt und
n=p-q p,g Primzahlen

gesetzt. Die Zah¢ wird so bestimmt, dass sie mit der Zdlpl— 1) - (— 1) keinen
gemeinsamen Teiler hat, also

ggT(e (p—1)-(q-1)) =1.

Der private Schlussel ist dann die Zahldie folgende Bedingungen erfullt:
d<(p-1)-(a-1)
e-dmod(p—-1)-(q—1)=1

Letzters bedeutet, dassd geteilt durch(p—1) - (q— 1) den Rest 1 ergibt (vgl. B.2).

Bestimmung vone (Teil desoffentlichen Schlissels)
Man probiert so lange, bis man eine Zatgefunden hat, fur die
ggT(e,(p—1)-(q—1)) = 1 gilt. Dies kann ein Computer erledigen.
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Die Bestimmung des ggT kann man entweder uiber eine Prioriaktiegung oder
uber den euklidschen Algorithmus (Anhang B.3) erledigen.

Bestimmung des privaten Schliisseld

Zue,p—1undg— 1 mussd bestimmt werden, so dass
e-dmod(p—-1)-(q—1)=1

gilt. Dies funktioniert mit dem erweitereten Eulerscherg@ithmus (siehe An-

hang B.4).

Anschlie3end werden die Zahl@ng vernichtet bzw. geloscht.

Anwendung der Schliissel

Der Klartext wird in Form einer Zahl dargestellt, die nichd8er alshist. Man kann
z.B. jedem Buchstaben die Position im Alphabet zuordnendieske dann einzeln
verschlusseln.

Um die Zahlz zu verschlusseln, wird mit Hilfe des offentlichen Scdg@élse, n der
Divisionsrest

c:=Z modn

bestimmt. Diese Zakd ist nun der Geheimtext, der zum Klarteegehort.

Der Empfanger dechiffriet, indem er den privaten Schlussehnwendet und
¢4 modn bestimmt. Es gilt:

z=c9modn

Beweis Satz von Euler m

Warum ist das RSA-Verfahren recht sicher?

104

Wenn man mit sehr grof3en Primzahlgm beginnt, wirdn sehr grof3 sein. Um den
Schlussel zu bestimmen, muss man eine Primfaktorzerlegungnvdarchfihren,
um p— 1 undq— 1 zu erhalten. Dieses ist fur grol3e Zahlen sehr aufwandig.

Beispiel 6.3.1Dieses Beispiel ist naturlich nicht realistisch, da seine Prim-
zahlen gewabhlt werden.
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Wir wahlenp = 17 undg = 13. Dann ish = 221.

Wahlee = 41, dann erfulle
ggT(e (p-1)-(a-1))=1.
Furd = 89 gilt
d<(p-1)-(q-1)
und
e-dmod(p—1)-(g—1)=1 siehe Anhang B.4
Soll nun die Zahl 7 verschlisselt werden, so gilt:
c=7*modn = 7*' mod 221

Um dies nun endgultig auszurechnen, missen wir ein weiciggen. Hierzu zerle-
gen wir 71, indem wir den Exponenten im Zweiersystem darstellen:

41 = 1-2°40-2%4+1-2240-224+0-20+1.20
= 32+8+1

Es gilt 7t =7%2.78. 71,
Nun bestimmen wird die Kongruenzen modulo 221 nach Sat4B.2.

7 = 7
?=77 = 7-7=49
74 =72.72 = 49.49=2401= 191

=747 191-191= 36481= 16
716 _78.78 = 16.16=256=35
732 =716.716 = 35.35—1225=120

741 — 732,78 .71 = 120.16- 7 = 13440= 180

Die Verschlusselung der Zahl 7 ist also 180.
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Zum Dechiffrieren miissen wir
180" modn = 18¢%° mod 221

bestimmen.

80 = 1.2641.2%41.2540.2240.21+1.20
— 64+16+8+1 O

Es gilt 18¢° = 180°4- 180'°- 180°- 180"

Nun bestimmen wird die Kongruenzen modulo 221

180 = 180
180* = 180-180=134
180 = 134-134=55
18 = 55.55=152

1806 = 152.152=120
1802 = 120-120=35

180°F4 = 35.35=120

180°° = 180°P*. 1806. 180° - 180 = 120- 120- 152- 180= 393984000Q= 7

6.3.2 Die Sicherheit von RSA

6.4 Digitale Unterschrift

106

Mit Hilfe eine Verschlisselungsverfahrens wie z.B. R@&dft sich eine digitale
Unterschrift realisieren. Im Falle von RSA verschlissaliterschreibt’ man eine
Nachricht, indem man einen Unterschriftstext z.B eine Zamlit dem geheimen
Schliissed codiert.

c:= 7 modn
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Nun verschickt man die verschliisselte Untersclarifhd die Klartextunterschrift
zusammen mit der Nachricht. Der Empfanger tberpruft mindem offentlichen
Schlissel, ob

cmodn=z

gilt. Damit ist fur ihn klar, dasg mit dem geheimen Schlissel des Versenders, den
ja auch nur dieser kennt, verschlisselt wurde. Damit stadienNachricht also
tatsachlich vom Versender selbst.

Man kann natirlich die Nachricht selbst zusatzlich veli$sseln und davon nur den
Code verschicken.

6.5 PGP- pretty good privacy

PGP ist ein kostenlos erhaltliches Programm, das urgfidimvon Philip Zimmer-
mann entwickelt wurde. Grundlegend fur PGP ist, dass j8dsutzer einen ge-
heimen Schlussel besitzt, ebenso wie die Kopien der titden Schliissel seiner
potientiellen Partner, mit denen er kommunizieren will. ;Petet folgende Dien-
ste:

digitale Unterschrift

Verschlusselung der Nachricht
Komprimierung der Daten

Aufbereitung von Dateien fur E-Mail
Aufteilung und Zusammensetzen von Dateien

a s e

6.5.1 Offentliche Schliissel

PGP fuhrt eine Liste der offentlichen Schlissel alleinehmer, mit denen man
kommunizieren will. Diese sind auf dem Rechner gespeiclAerjedem Schlissel
gehoren folgende Informationen:

der offentliche Schlussel

die Benutzerkennung oder der Name des Besitzers desliaffen Schlissels
eine eindeutige Schliisselnummer

weitere Informationen

H wnh e

Anhand der Benutzerkennung oder der Schlusselnummeneirdffentlichen Schlussel
des Benutzers identifiziert und ausgewahlt.
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6.5.2 Geheime Schlissel

Um PGP zu benutzen, benotigt man mindestens einen gehéutdiissel. Man
kann auch mehrere Schlussel unterschiedlicher Langerhale nach Wichtigkeit
der Nachricht kann ein kurzer oder langer Schlissel vedeewerden. Diese Aus-
wahl hat dann Auswirkungen auf die Dauer der Ver- und Enissdlung.

6.5.3 Erzeugung eines Schliisselpaares

108

Nach der Installation erzeugt PGP ein Schliisselpaar. irea RSA-Verfahren be-
reits beschrieben, erzeugt PGP ein zusammengehorigdéissSelpaar mit einem
offentlichen und einem geheimen Schliissel. Hat PGP I&stiissel erzeugt, wird
der offentliche mit der Benutzerkennung und einer S@#imummer versehen.
PGP verschlusselt den geheimen Schliissel so, dass eusammen mit einem
Mantra (Passwort) benutzt werden kann.

Wann immer man den geheimen Schlissel benutzen mochtg, FGP nach dem
Mantra. Wird dieses korrekt eingegeben, entschlisseR P@ mit dem Mantra.
Wenn PGP den geheimen Schlissel benutzt hat, wird er swofeder geldscht.
Sollte es passieren, dass jemand den geheimen Schlusseheet (z.B. auf Dis-
kette kopiert), niitzt ihm dieser nichts ohne das MantraHatb sollte man sich sein
Mantra nur merken, aber niemals niederschreiben.
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7  Zinsrechnung

7.1 Zinseszins

Ein Kapital von K=1006 wird mit einem Jahreszinsatz von p= 2,5 % Uber 8 Jahre
verzinst. Die Zinsen werden nach jedem Jahr dem Kapitalsaigagen. Wie grol3
ist das Kapital nach n=8 Jahren?

Nach einem Jahr betragt das Kapkak- K- p=K- (1+ p),
nach zwei JahreK - (14 p) - (1+ p), nach n Jahren betragt das Kapital

K-(1+p)".

Nach 8 Jahren hat man 1000 025° €=1218,40€.

Wirde man die Zinsen nach jedem Jahr abheben, und somg Kenseszinsen
erhalten, so betriige das Kapital inklusive abgehobemesesi nach n Jahren

K+n-p-K=K-(1+n-p).

Nach 8 Jahren hatte man 1260

Bemerkung: Es handelt sich bei der Verzinsung mit Zinseszins um einechétamspro-
zess wie in Abschnitt 3/3. Geht man von eingKapital* von X, Bakterien und einem
Zinssatz von p=100 % =1 aus, so hat man nach n Jahren (Zéiesahr

X=X (1+p)" =x-2"

Bakterien.

7.2 Unterj ahrige Verzinsung

Werden die Zinsen nicht erst am Ende eines Jahres gezatdigisomonatlich, so
gibt es verschiedene Arten dies zu tun.

Es werde ein Kapital von K=108€ fiur ein Jahr zu einem Jahreszinsatz von p=6%
angelegt. Der relative monatliche Zinssatz betragt dans 1—'02. Damit betragt das
Kapital nach einem Jahr

KlzK-(1+pm)12:|<-(1+B

12)12: 106,17€
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Der effektive Zinssa@lbetrégt also 6,17 %.
Will man erreichen, dass der effektive Jahreszinssatz deminellen Jahreszinsatz
p=6% entspricht, muss

K- (1+p) =K- (14 p)*?

gelten. Hierbei heisgbx der zum Jahreszinssatz konforme Monatszinssatz und es
gilt:

= (1+pt—1

7.3 Stetige Verzinsung

Im vorherigen Abschnitt sind wir davon ausgegangen, das<oisen monatlich
gezahlt werden. Was aber passiert mit dem effektiven Zimssgenn das Kapital
mit einem wochentlichen, taglichen, stindlichen Zatgstc. verzinst wird?
Es sei p der nominelle Jahreszinsatz ardle Anzahl der Zinsperioden, in die das
Jahr eingeteilt wird. Bei monatlicher Zinszahlung giltais=12, bei wochentlicher
n=52 usw. Das Kapital nach einem Jahr betragt dann abyangin:

Ki=K-(1+ Ln))”

Man erhalt folgende Werte fur K= 168 und p= 10%:

n 1 12 52 1248
Ky in€(110,000110,471110,506110 516

Wenn man (bei gleichbleibendem nominellen Zinssatz) dieahder Zinsperi-
oden vergroR3ert, wird das Endkapital immer grofRer. Esapbr eine obere Grenze.
Man kann zeigen, dass die Folffe+ %)” fur n gegen Unendlich geges® konver-
giert. Damit liegt die Grenze im Zahlenbeispiel bgi= 110517<.

7.4 Ratensparen

Die Eltern der kleinen Susi legen jeden Mona&h einem Ratensparbuch fur ihre
Ausbildung fest. Sie beginnen damit bei ihrer Geburt. Déelktifve Jahreszinssatz

in der Realitat berechnet sich der effektive Zinssatz Kaigoter. Beim effektiven Zinsatz werden
samtliche Gebuhren etc., beriicksichtigt.
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betragt 3%. Die Zinsen werden monatlich gutgeschriebeavil Geld erhalt Susi
an ihrem 18. Geburtstag?

Da der effektive Jahreszins 3% betragt, betragt der kamgdvionatszinssatz
Pk = (1+O.O3)1iz — 1. Der Wert der ersten RaRebetragt nach einem Monat

B-(1+p) =B- (1+ 1.0312 — 1) — B.1.0312
Nach n Monaten betragt der Wert der ersten Rate

B-(1+pJ" =B (1+103% - 1) =B (103%)"

Wir haben jeden Monat den Faktoe 1.03% zu beruicksichtigen.

Es qilt:

monatliche Rate B = 50€
Laufzeit:n=12-18= 216 Monate

Kapitalzins: 3% p.a., daraus ergibt sick- 1.0312

Monat Rate Wert der Rate  Kapital
nach dem Monat nach dem Monat

1 B B-c" B-c"
B B.c"! B-(c"+c™ 1)
3 B B.¢"? B-(c"+c" 14" ?)
n B B.ct B-(cC"+c" 4?4 4 ch)

Damit betragt das Kapitéd nach n Monaten(vgl. B.1.1):

n—1
E = B. Ck:B.ZCkH

c216_1

Das angesparte Kapital, das Susi erhalt, betEagt50- c- *—= = 1427592 €.
Im Vergleich dazu betragt die eingezahlte Summe-B08& = 10800<€.
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7.5 Kredit

112

Wir wollen einen Kredit von 600 fur ein Auto aufnehmen und diesen innerhalb
der nachsten 3 Jahre zurtickzahlen. Hierbei sollen jedemalgleich hohe Raten
gezahlt werden. Die Ruckzahlung beginnt am Ende des Momateem wir den
Kredit aufgenommen haben.

Die HAIBANK macht uns ein Angebot mit einem jahrlichen @ftiven) Kreditzins
von 6%. Wie hoch sind die monatlichen Raten?

Fur die Schulden fallen monatliche Zinsen an. Da der Jame6% betragt, miussen
die aktuellen Schulden jeden Monat roi= 1.0612 multipliziert werden. Dann er-
gibt sich nach einem Jahr der Fak{dr0612)12 = 1.06 . Ohne Rilckzahlung sind
dann die Schulden um 6% gestiegen. Wir haben folgende Bituat

Schulden zu Kreditbegini®= 6000€

Laufzeit:n = 36 Monate

Kreditzins: p = 6% daraus ergibt sich= 1.061 ~ 1,00487
Ruckzahlungsrate am Ende des Mon&¢gesucht)

Monat Schulden am Ende des Monats
1 Sc—R
2 (Sc-R-c-R=S.c?-R.c—R
3 ((S¢c-R):c-R)-c-R=S.c-R-¢?-R-c—R

n Scd-Rc1-. . -RcZ-Rc-R
=S c"-R-(c" 14+, +c2+c+])

Bei dem Ausdruck in der Klammer handelt es sich um eine getgsohe Summe
und es gilt nach Satz B.1.1

c"—-1
c-1
Nach 36 Monaten soll die Restschuld null sein, also

A1y 414 crl1=

c"-1

S-d"—R-
c—1

=0

damit ergibt sich fur die Rate
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Im Zahlenbeispiel gilt

1.06i2 — 1

R= 6000 (1.0612)%6. ———— _~
(1.0612)36 — 1

€=18210€

Man hat also insgesamt ca. 658&u zahlen.

Anmerkung: Bei der Kreditberechnung findet man in Schutigiic haufig die Be-
rechnung mit dem relativen Monatszinssatz. In diesem [eatbigt der Faktor

B p, 0.06
c=(1+ 12)_1+ 7 =1.005
und es gilt
R=18253€

Man hat also insgesamt ca. 65&%zu zahlen.

7.6 Altersvorsorge

Eine Referendarin mochte mit 25 anfangen, fur das Altezwsorgen. Hierzu will
sie beginnend mit dem 25. Geburtstag monatlich Geld zlegek. Ziel ist es mit
65 Jahren eine zusatzliche Rente zu erhalten, die sichtdagesden Lebenshal-
tungskosten anpasst. Der Vermogensberater der Bank dtefiee Absicherung,
bei der sie anfangs eine zusatzliche Rente von ¥@0halt, die sich jedes Jahr
um 2% erhoht, wobei die Rentensteigerung jeden Monafistih soll. Das ein-
gezahlte Kapital wird mit einem festen (effektiven) Zirtgseon 3% p.a. verzinst.
Weiterhin schlagt der Berater vor, die Raten monatlichrbdleen, so dass von Jahr
zu Jahr 2% mehr eingezahlt wird. Der Berater empfiehlt weithegine Laufzeit von
30 Jahren, so dass sie bis zum Alter von 95 Jahren die Renghbazann. Wie
hoch ist nun die anfangliche monatliche Belastung

Wir berechnen zuerst das Kapitidl das bis zum 65. Geburtstag angespart sein
muss. Wir haben folgende Situation:

Grundrente zu BeginrR = 1000€

Laufzeit:n = 360 Monate

Kapitalzins: 3% daraus ergibt sich= 1.0312

Rentensteigerung: 2% daraus ergibt sich der Rentensteigsiaktoh = 1.0212
Gesamtkapital mit 63K (gesucht)
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Betrachten wir das fur den k-ten Rentenmonat benotigateleKy:
Da das angesparte Kapital fur die vorhergehenden k-1 Morsazinst wird, betragt
das im k-ten Monat verfigbare Kapital

K- c<1

Dieser Betrag muss nun gleich dem im k-ten Monat benotigeen: Da sich die
GrundrenteRr jeden Monat erhohen soll, missen wir diese k-1-mal mit &¢enge-
rungsfaktor multiplizieren. Die Rente im k-ten Monat tagfralsoR- b~1. Gleich-

setzen ergibt:

Ke -t =R.p*?

Das fur den k-ten Monat benotigte Kapital, das zu Rentgimmezur Verfigung
stehen muss, betragt also

b k—1
5= ()

Fur die Laufzeit von n-Rentenmonaten ergibt sich also embtigtes Gesamtkapital
von

n n b k—1 n-1 b k
K=Y Ke=R S (=) =R S (=] =R
k; “ k;(C) Z (C) %—1

k=0

Im Zahlenbeispiel betragt das bendotigte Kapital

360
.02\ 12

=

[
Wl
~—

~1
K = 1000- (—1 € ~31222832€
z_y

(163)°

Nun kdonnen wir berechnen, wie hoch die anfangliche Bg#rateB ist. Wir haben

(I
N
N

w

folgende Situation:

Benotigtes KapitalK = 31222832<€

Laufzeit:n = 480 Monate

Kapitalzins: 3% p.a., daraus ergibt sick- 1.0312

Beitragssteigerung: 2% p.a., daraus ergibt sich der Steigsfaktoh = 1.0212
Hohe der ersten Beitragsrat(gesucht)
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Monat Rate  Wertder Rate  Kapital
nach dem Monat nach dem Monat

1 B B-c" B-c"

2 Bb B-bc? B-(c"+b-c"

3 B-b> B-b?.c"? B-(c"+b-c"14b2.c"?)

n B-b™1B.b"1.cl B-(c"+b-c"14b%.c"24... b L.l

damit betragt das Kapit& nach n Monaten:
n—1 ” ‘ n—1 « ”
E = B-b“-c"*=B-c"- Yy B-b*-¢c”
kZO kZO

n—1 k 0\ q b — "
= BCnZ<t—)) :B.Cn.(cb)izB.C. ¢
&\ ¢ -1 b—c

Diese Summe muss nun dem benotigten Kapital entprechemit@gt fur die
anfangliche Beitragsrat:

1 b-c

B=K.-=—.——

c bh—cn

Im Zahlenbeispiel betragt die erste BeitragszahlBrg 240 74 <, und die letzte
B-b*"9~ 530,69<€.
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8 Numerische Verfahren

8.1 Flachenbestimmung

8.1.1 Flachenbestimmung nach der Mittelpunktsformel

Im Beispiel aus Abschnitt 3.1 wurde die Flache unter deni€unach der soge-
nannten Mittelpunktsformel bestimmt. Mit dieser Formeldan sich Flachen unter
beliebigen Kurven approximativ bestimmen:

Es sei folgende Situation gegeben: Gesucht ist die Fl&clige nach unten durch
die x-Achse, nach oben durch die Funktion f(x) und nach sednt links durch
Senkrechten bei x=a und x=b begrenzt ist.

f(x)

a b
X

Abbildung 8.1: Flachenbestimmung unter einer Kurve

Die Flache unter der Kurve wird naherungsweise bestinmdem das Gebiet in

n senkrechte Streifen eingeteilt wird und der obere krummedReden Streifens
durch eine Strecke ersetzt wird, so dass Rechtecke entsteleeStreifen werden
alle gleich breit gewahlh := (b— a)/n. Die Gesamtflache ergibt sich aus der Sum-
me der Flachen aller Rechtecke. Zur Flachenberechnurasg é&echteck® wird
dessen Hohé (x + g) in der Mitte des Streifens herangezogen:

a:h-f(xi+2) i=1---n

Fur die Gesamtsumme bei n Streifen gilt dann

Yt fn |

h
)+ f(xe+ 5 >

i) =h- | 100t ’

2

wobeix; = aundx, +h = b gilt.
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f(x)

Abbildung 8.2: Flachenbestimmung nach der Mittelpurdstel

8.1.2 Flachenbestimmung nach der Trapezformel

Ahnlich zur Mittelpunktsformel kann man die Flache untieree Kurve auch durch
die sogenannte Trapezformel approximieren. Hierbei wirig, der Name schon
sagt, die Flache von Trapezen abgedeckt und diese aufermaur Flachenbe-
rechnung eines Trapez@&swird dessen durchschnittliche HobE(x; 1) + f(x))/2
herangezogen:

Ti :g'(f(xi—i-l)'i‘f(xi))) i=1---n

Fur die Gesamtsumme bei n Streifen gilt dann

>

nialf] [f(x0) + 2 (Xp) + -+ 2 (Xn) + f (Xn41)]

= E .
wobeix; = aundx,, 1 = b gilt.

Der Indexn+ 1 ergibt sich aus der Tatsache, dassrb8treifenn+ 1 Stutzstellen
beruicksichtigt werden.

f(x)

Abbildung 8.3: Flachenbestimmung nach der Trapezformel
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Anmerkung fiir Analytiker: Die Zahlenfolgen(QI';[f])n und (QY'[f])n, n € N konver-
gieren gegen das Riemannsche Integral, falls diesesagkisti

8.1.3 Flachenbestimmung nach der K astchenz ahlmethode

Um beliebige Flachen zu bestimmen kann die gesuchte &lagheinem Gitter
Uberdeckt werden. Man zahlt nun alle Kastchen, die déelté berdecken oder
bertihren. Die Gesamtflache ergibt sich aus der Anzahl dstdken multipliziert
mit der Flache eines Kastchens.

8.1.4 Flachenbestimmung durch Wiegen

Man zeichnet die Flache auf einen Karton dessen Flaghieekannt ist (ausmes-
sen) und wiegt diesen. Dann schneidet man die gesuchtke~is und wiegt sie
ebenfalls. Die Flache ergibt sich aus dann zu

M
F=— .F
Mg

wobeiM die Masse der Flache umdk die Masse des Kartons ist.

8.2 Das Horner-Schema

Das Berechnen von Polynomen hoherer Ordnung ist mihsatradhtet man z.B.
das Polynom

p(X) = 3+ 4x* + 23 — 3x? — 7x+-5,
so muss man folgende Rechenoperationen ausfuhren:

3-x-X-X-Xx-Xx 5 Multiplikationen
4.-x-x-X-X 4 Multiplikationen

2-X-X-X 3 Multiplikationen

3-X-X 2 Multiplikationen

7-X 1 Multiplikationen
3 Additionen

2 Subtraktionen

119



8.2. Das Horner-Schema Mathematische Modellbildung SS2005

Dies macht zusammen 20 Rechenoperationen. Bedenkt mareigeder Operati-
on Rundungsfehler auftreten kdnnen (ganz zu SchweigeRechenfehlern, wenn
man es von Hand macht) stellt sich die Frage, ob man die Reghefiizienter
ausfuhren kann. Hierzu klammern wiso oft es geht aus:

px) = I+ 423 -3¢ - 7x+5
= (X*+43+2¢ -3—T7)x+5

= ((((3X+4)x+2)x—3)x—7)x+5

Insgesamt missen nun noch 10 Rechenoperationen audgeditien.
Schematisch kann man diese Rechnung nun ganz einfach diarehf Man schreibt
die Koeffizienten in die erste Zeile (nicht die Nullen verggs, falls welche auftre-
ten):

Dann fangt man links an. In den Spalten wird addiert, daglng mitx multipli-
ziert und in die zweite Zeile der nachsten Spalte geschdbemler ersten Spalte
wird der Eintrag nur in die dritte Zeile Gibertagen). In deittdn Zeile der letzen
Spalte steht dann das Ergebnis.

Fur das Beispiel sieht dies wie folgt aus, wobei die Pfelegils die Multiplikation
mit x andeuten sollen:

3 4 2 -3 -7 5
+ 3x (3x+4)x ((3x+4)x+2))x (((3x+4)x+2))x—3)x ((((3x+4)x+2))x—3)x—7)x
3/ | 3x+4,/ | 24 (Bx+ax+2 /| (Bx+4x+2)x—3 7 | (Bx+4x+2)x—3)x=7) /| ((Bx+4)x+2))x—3)x—7)x+5

FUrx = 2 berechnet sich das Ergebnis also wie folgt:
3 4 2 -3 | -7 |5
6 20 44 82 | 150
3,10 |22, 41,75, ]155

_|_
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8.3 Das Newton-Verfahren

In Abschnitt haben wir uns die Frage gestellt, wie t ein Tascbchner auf
v/2=1.4142135-- kommt und haben dabei das Heron-Verfahren kennengelernt.

Allgemein stellt sich die Frage, wie man zu einem PolynomNliéstellen findet?
Im Beispiel vony/2 suchen wir die Nullstellen vop(x) = x? — 2.

Dieses Problem kann man wie folgt angehen (Abbildung 8.4):

Gestartet wird in der Nahe der Nullstelle mit Gesucht ist nun die Tangerge(x)

Abbildung 8.4: Idee des Newton-Verfahrens
an den Graphep(x). Die Tangente hat folgende Eigenschaften

* go(X0) = p(Xo)

+ die Steigung der Tangente stimmt mit der Steigung von p arStile xo
uberein

Der nachste Schritt wird dann berechnet, indem die Nullkstier Tangente be-
stimmtwird und an dieser Stelle wieder eine Tangente an dapl@n der Funktion
angelegt wird, und so weiter.

Seigo(X) = mp- X+ bo.
Die Nullstellex; der Tangente ergibt sich agg(x;) = mp - x1 +bp = 0:

bo
X] = —— 8.1
1 o (8.1)

Aus go(X0) = p(Xo) folgt p(Xp) = Mo - %o + bp und damit

bo = p(X0) — Mo - Xo.
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Einsetzen in Gleichung 8.1 ergibt

PG —moXo _ P} ©2)

X1 = —
Mo Mo

Man erhalt eine Iterationsfolge, die sich der Nullsteléart:

P(Xn)
— (8.3)

Xn+1 = Xn —

Es bleibt das Problem, die Steigungender Geraden zu bestimmen.

Anmerkung fur Analytiker: Eigentlich ist man schon fertig. Da die Steigung der Geraden
in X, gerade der Steigung der Funktipran der Stellex, entspricht, und die Steigung von
p gerade die Ableitung' ist, lautet das Newton-Verfahren

. b(x)
Xn+1 = Xn p’(Xn) .

Um die Steigung der Funktiom(und damit auch der Geraden) zu bestimmen, gehen
wir davon aus, dass sich die Steigung der Funkpon der Nahe der betrachteten
Stelle nur geringfugig andert. Sgy die Stelle, an der die Steigung bestimmt
werden soll, und se > 0 klein, dann gilt (Abbildung 8.5):

Mo p(xwei— P(xo)

p(x0+ €)

P(Xy)

Xy XDFS

Abbildung 8.5: Bestimmung der Steigung vpran der Stelley Uber das Steigungsdreieck.

Fur das Beispiep(x) = x* — F gilt

2 _ — (X2 _ 2
mo ~ (00 18) F£> (%5 F):ZXOTS — 20+,
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Da ¢ klein ist, kann man alle Terme, deenthalten, vernachlassigen und erhalt
somit die Steigungng = 2Xg: Dieses Verfahren funktioniert nur bei bestimmten
Funktionen, wie z.B. den Polynomen.

Anmerkung flr Analytiker: FUr beliebige differenzierbare Funktionen funktionidats

Verfahren, wenn man den Grenzwert

lim Z%Hsz = Iing)Zxo + € = 2Xp betrachetet. Dieser Grenzwert ist gerade die Ableitung
E—

e—0

(Steigung).

Fur das Beispiep(x) = x? — F erhalt man also folgende Iteration:
x2—F
2X%n

2

Xp—F
2Xp — )
Xn

Xyl = Xn— (8.4)

Das Ergebnis ist also dasselbe wie beim Heron-VerfahreneitkBing 4.1.

Satz 8.3.1 Newton Verfahren fir Polynome
Es sei ein Polynonp(X) = am- X"+ ---+a1 - X+ ag, me N gegeben. Die Losung
der Gleichung(x) = 0 bestimmt man, indem man eine Schatzupnder Nullstel-
le vorgibt undp durch die Tangente an den Graphemgrapproximiert und deren
Nullstelle bestimmt. Dieser Wewrq wird als nachster Schatzwert der Nullstelle
gewahlt, usw:

p(Xn)
mM(Xn)

Xn+1l = Xn —
mit

m(x) = m-am-X" 4. 4+ 2a,- X° +ay
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Mit dem Horner-Schema und dem Newton-Vefahren kann maneiahtidie Null-
stellen eines Polynoms bestimmen.

Beispiel: Bestimmung der Nullstellen vop(x) = 3x* — 6x3 4+ 2x% — 5x+1

Zuerst machen wir eine Wertetabelle (und zeichnen den @rgplm besser zu
sehen, ob es noch mehr Nullstellen gibt), um eine Absch@tder Nullstellen zu
erhalten.

x |-1.0/-0.5/0.0| 0.5/ 1.0| 1.5/ 2.0| 2.5
p(x)[17.0| 4.9/1.0/-1.6/-5.0|-7.1|-1.0|24.4

p(x)

X

Abbildung 8.6: Der Graph vop(x) = 3x* — 6x3 + 2x* — 5x+ 1.

Als Startwerte fur die Iteration kommeg = 2 undxg = 0 in Frage.

Bestimmung der Nullstelle in der Nehe vonxg = 2:

Nach 8.3.1 gilt

p(%0)

X| = Xo — ——%

1=2Xo m(xo)
Zuerst muss also das Polyn@ix) = 3x* — 6x> 4 2x? — 5x+ 1 an der Stelleg = 2

ausgewertet werden. Mit dem Hornerschema erhalt pag = —1:

3|62 5|1
+ 6 | O )
3|0 2/|-1/]-1
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Nun muss noch das Steigungspolynom
m(x) =3-4C—6-3x°+2-2x—5=12C - 18 + 4x—5

an der Stelley = 2 ausgewertet werden. Mit dem Hornerschema erhaltmiag) =
27:

12| -18 4| -5

24| 12| 32
12,6,/ |16, | 27

_|_

Man erhalt also als erste Naherung fur die erste Nuléstel

-1 55
Mit diesem Wert kann man das Verfahren nun wiederholen, imgenaueres Er-
gebnis zu erhalten.

Der exakte Wert betragt auf vier Nachkommastellen gerub@3526.
Bestimmung der Nullstelle in der Nahe vonxg = O:

Zur Bestimmung der zweiten Nullstelle starten wir Bgi= 0. Dies ist besonders
einfach, da marp(0) und m(0) direkt ausrechnen kann, und man erhalt als erste
Naherung:

1

11
0 _——>-02
X1 55

Der nachste Schritt ergifi(x,) = &
3 ‘ —6 ‘ 2 | -5 ‘ 1
n 3 | _2r| 23 | _s02
5 25 | 125 625
27 |23 - | 0602 23
3/ -F/NR/NB &

Es ist besser mit Briichen zu rechnen, um Rundungsfehlegrroerden!!

undm(x,) = —522:
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12 —-18 4 -5

12 78 223

+ 5| 25| 1%
78 22 603
12/|-28 2 ] -5

Man erhalt also als Naherung fur die zweite Nullstelle

23
v — L &%
27 5 603

125

626

=——=0.2076

- 3015

Der exakte Wert betragt auf vier Nachkommastellen gerud@976.
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9 Fraktale

9.1 Fraktale und fraktale Dimension

Betrachten wir folgende Vorschrift: Wir nehmen das Intédrf@ 1] und schneiden
im ersten Schritt das mittlere Drittel also das Inter\@l%[ heraus Ubrig bleiben
die Intervalle[0, %[ und[%, 1]. Mit diesen Intervallen Verfahren wir genauso. Aus je-
dem der beiden Intervalle wird jeweils wieder das mittlera&tBl herausgeschnitten
usw. (siehe Abbildung 9.1).

Abbildung 9.1: Die Cantor-Menge entsteht indem man in jettesrvall das mittlere Drittel
wegstreicht.

Die Frage ist, was ubrig bleibt, wenn man dieses Verfahremdlich oft anwendet.
Das Bild, das dabei entsteht nennt man auch Limesbild (vameki Grenzwert).
Obwohl jedes einzelne Objekt eine Strecke ist, besteht olasdbild aus isolierten
Punkten. Limesbilder konnen also ganz andere Eigensehiaftben als die Objekte,
die zu ihrer Entstehung fuhren:

Betrachten wir hierzu ein Quadrat der Kantenlange 1. Wine@en nun sukzessive
Quadrate heraus, so dass eine Treppe entsteht (Abbild@ngBestimmt man die
Treppenlange (von der oberen linken zur unteren rechtke)so betragt die Lange
in jedem Schritt 2. Je ofter man das Verfahren wiederhattsa mehr nahert sich
die Treppe der Diagonalen (Limesbild). Die Diagonale haratie Lange/2.

Bk kb

Abbildung 9.2: Die Treppenlange betragt fur jeden StiiDie Diagonale als Limesbild
hat die Lange/2.

Betrachten wir noch einmal die Cantor-Menge. Jedes Infledass entsteht, sieht,

bis auf einen Skalierungsfaktor, aus wie das Original. GiatGr-Menge ist selbstahn-
lich.
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Definition 9.1.1 Eine Figur wird selbs&hnlich genannt, wenn Teile der Figur
kleine Kopien der ganzen Figur sind.

Ein weiters Beispiel fur eine selbstahnliche Figur is¢ #ioch’sche Kurve, auch
Schneeflockenkurve genannt. Sie entsteht aus einem géiges Dreieck, bei
dem man auf das mittlere Drittel jeder Seite ein weitereddRraufsetzt und die
Uberschissigen Linien wegstreicht (siehe 9.3).

ATIERES

Abbildung 9.3: Die Schneeflockenkurve entsteht indem aid [Beite eines gleichseitigen
Dreiecks in der Mitte ein gleichseitiges Dreieck mit einemitt@l der urspriinglichen Sei-
tenlange aufgesetzt wird.

Betrachet man eine Seite des Dreicks und setzt die erseng&eige gleich eins, so
verlangert sich die Seitenlange in jedem Schritt um eiitt@r Letzlich wird die
Seite und damit die gesamte Kurve unendlich lang.

Um dieses etwas besser zu verstehen betrachten wir zamtehiar uns vertauten
Objekte Strecke, Quadrat und Wiurfel.

Bei einer Strecke, die in drei gleiche Teile eingeteilt wixetragt die Lange jeder
einzelnen Strecke ein Drittel der Ursprungslange, Idgisc

Teilt man die Seiten eines Quadrats in drei gleiche Teileergstehen insgesamt 9
Quadrate, von denen jedes eine Fache hat, die einem Nelenteirsprungsflache
entspricht.

Teilt man die Kanten eines Wiurfels in drei gleiche Teile,estistehen insgesamt
27 Wurfel, von denen jeder ein Volumen hat, das einem Sighdzwanzigstel des
Ursprungsvolumen entspricht. Wir erhalten folgende Tabel
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Objekt | Skalierungsfaktos| AnzahlIN |Beziehung
3 3 3t=3
3 9 3?=9
3 27 33 =27

Man erhalt die Beziehung

logN
L — N, oderd = 9%
logs
wobeiD die Dimension des Objektes ist.
Fuhrt man dasselbe Verfahren fur die Cantor-Menge unddieneeflockenkurve

durch, so erhalt man:

Objekt | Skalierungsfaktos| AnzahlIN |Beziehung
i 3 2 F=2

3 4 F=4

Bestimmt man jeweils den unbekannten Exponemteso erhalt man fur die Can-
tormenge den Wer = :g%g = 0,631, fur die Schneeflockenkurxe= :g%g =1,262.
Nach obigerUberlegungen handelt es sich bei diesen Werten um die Dioredsr
Objekte. Man erhalt einen Dimensionbegriff, bei dem auchtrganzzahlige Werte
zugelassen sind, die fraktale Dimension:

Fraktale Dimension der Cantor-Mend2 = 0,631

Fraktale Dimension der Schneeflockenkurset, 262

Die bisherigerUberlegungen passen damit gut zusammen. Die Cantormezrge, d
Limesbild aus isolierten Punkten und nicht mehr aus Streblesteht, hat eine Di-
mension zwischen Punkt (D=0) und Strecke (D=1), die Schodefhkurve, deren
Lange unendlich ist, hat eine Dimension zwischen Strebkd J und Flache (D=2).
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Ein weiters bekanntes Fraktal ist das Sierpinski-Dr@eEls entsteht aus einem
gleichseitigen Dreick, aus dem man sukzessive Dreieckeran{Abbildung 9.4).

A L &4 4 4

Abbildung 9.4: Sierpinski-Dreieck.

Beim Sierpinski-Dreieck wird bei einer Verdopplung deelamen Ausdehnung (der-
Sietenlange), also einem Skalierungsfaktor von s=2, éamdreifachung des Aus-
gangsbildes erreicht, also N=3. damit hat das Sierpinskidak die faktale Dimen-
sionD = :8%3 ~ 1,585. Die Dimension liegt also zwischen der einer Strecke und

der einer Flache.

9.2 Das Chaos-Spiel

9.2.1 Cantor Menge

Man kann selbstahnliche Fraktale auch tber ein Chaos-8peichen. Es sei die
StreckeAB gegeben. Ein Floh hiipft auf dieser Strecke nach folgendg@R um-
her: Er startet in der Mitte (oder bé) und wirft eine Miinze. Bei Kopf spring er in
Richtung A und zwar gena%;der Entfernung bis A, Bei Zahl springt er in Richtung
B und zwar genaé der Entfernung bis B. Diese Regel wird beliebig oft wieddtrho
Wahlt man A=0 und B=1, erhalt man folgendes Schema:

Kopf: Xneu= % * Xalt

Zahl: Xneu= Xait + 5 - (1 — Xait) = § + 5 - Xatt

Stellt man diese Folge graphisch dar, so entsteht nach widdi@ Cantor-Menge.
Ein Programm hierzu ist in 9.6 angegeben.

Startet der Floh auf einem Punkt der Cantor-Menge, % B= % so ergibt sich fol-
gende Folge, fiir die Miinzwiirfe KKZKZ.xp = 2
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N|l\)
SNl
I
m|l\)
Rlo

X3 =

Wl

Betrachtet man diese Zahlen im Ternarsystem, so stelltfesindass die Ziffer 1
nicht vorkommt und dass sich von Schritt zu Schritt eine g Kopf) oder eine
Zwei (bei Zahl) hinter dem Komma dazwischenschiebt:
Xo=%=2-3"1=0,2rgR

x1=%=0-3"142.32=0,02rgr
Xp=239=2.3"140-32+2.33=0,202r¢r
xp=20=0-314+2.3240-33+2.3%=0,0202¢R

9.2.2 Sierpinski Dreick

Ein Archaologe hat ein dreieckiges Gebiet abgestecktem @r Dino-Knochen
vermutet. Da er keine Ahnung hat wo, fangt er an einem bigiebOrt im Dreieck

an zu graben. Den nachsten Ort waht er aus, indem er zueesEeke auswahlt
und dann den Mittelpunkt zwischen dieser Ecke und seineretikh Position als
neuen Grabungsort bestimmt. Tragt man die Grabungsdite@antsteht nach und
nach das Sierpinski-Dreieck. Ein Programm hierzu ist inegegeben.

9.2.3 Der Farn

Zur Erzeugung des Farns wird ausgehend von einem Startpxigkp) eine von

vier affinen Abbildung ausgewabhilt, die auf den Punkt loageén wird. In jedem
Schritt wird zufallig eine der vier Abbildungen ausgewabim ein gleichmaliges
Bild zu erhalten, wird eine Abbildung umso haufiger ausajelty’je grofer ihr Bild

(ihre Determinante) ist, das sie erzeugt. Die Abbildungen:

¥eu | [ 0,85 004 X\ | 0
Yreu / | —0.04 085 Valt 1,6
Xeu | ( 0,2 —0,26 Xalt n 0
Yneu 0,23 0,22 Yalt 1,6
Xeu \ [ —0,15 028 Xalt n 0
Yeu ) \ 0,26 024 Yalt 0,44
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()-8 %) (o) ((2)

Dieses Verfahren zur Erzeugung selbstahnlicher Abbdgeéanmennt man iteriertes
Funktionensystem (IFS). Ein Programm hierzu istin 9.6 gegen.

9.3 Mehrfach-Verkleinerungs-Kopierer, MRCM
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Man kann selbstahnliche Fraktale auch mit einem gedadhédmfach-Verkleinerungs-
Kopierer (Multiple Reduction Copy Machine, MRCM) erzeug@&enken wir uns
einen Kopierer, der das Original verkleinert und es danmdakauf die Kopie
bringt, wobei die verkleinerten Bilder im Dreieck angecgtiwerden (Abbildung 9.5).
Nimmt man die enstandene Kopie als neue Vorlage und wieltattleses Verfah-
ren, so erscheint wieder das Sierpinski-Dreieck, unadpigédavon, was fir ein Bild
urspringlich auf dem Original war.

Abbildung 9.5: Entstehung des Sierpinski-Dreiecks mit deiehrfach-Verkleinerungs-
Kopierer .

Stellt man sich nun einen Kopierer vor, der aus einem Quaali@der ersten Stufe
das Bild in Abbildung 9.6, rechts, erzeugt so entsteht beterholter Anwendung
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das Bild in Abbildung 9.6, rechts.

Abbildung 9.6: Entstehung des Farns. Die Vorschrift desi&mps (links) und das Limes-
bild (rechts).

9.4 Die Mandelbrot-Menge

Die Mandelbrot-Menge ist nach Benoit B. Mandelbrot (192#hannt und wird
manchmal auch als Apfelmannchen bezeichnet. Sie ist @h@dnge der komple-
xen EbeneC. Die komplexe Ebene besteht aus komplexen Zah|etie sich aus
einem Realteia und einem Imaginarted zusammensetzen:

z=a+i-b mit i=+-1

Der Betrag einer komplexen Zahl betragjt= /a2 + b?
Die Mandelbrot-Menge ist wie folgt definiert:

M = {c e C | (z,) bleibt beschranktz,,1 = Z+¢,z = ¢}

Praktisch kann man die Konvergenz bzw. die Divergenz basém indem man fur
jeden Punkt der Ebene nachschaut, ob die Werte der IterdéonrKreis um Null
mit dem Radius 2 nach einer bestimmten Zeit verlassen.

Hierzu bestimmt man den Abstand der komplexen Zahl vom Wrspund tber-
pruft, ob dieser kleiner als zwei iz, — 0] < 2

Nach einer bestimmten Zeit bedeutet hierbei, dass man emzabA an Iterations-
schritten vorgibt. Bleiben alle Werte der Iteration inredthdes Kreises, so zaht
man den Ausgangspunkt zur Menge. Je grof3er man die Anzdiit, wiesto genau-
er kann man die Menge bestimmen.
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Ein Bild der Mandelbrot-Menge ist in Abbilduri? gegeben. Ein Programm hierzu
findet sich in 9.6. Die hiilbschen Farben, die man auf andellderB haufig sieht
ergeben sich, wenn man die Punkte, fur die die Iteratioardiert (weiss in Abbil-
dung??), je nach Divergenzgeschwindigkeit unterschiedlichaiof.

Abbildung 9.7: Mandelbrot-Menge.

Eng verwandt mit der Mandelbrot-Menge sind die Julia-Mendge Julia-Menge
ist nach Gaston M. Julia (1893- 1978) benannt. Die Julia-g#eru einem Punkt
ist eine Teilmenge der komplexen Ebene, die durch

Je ={z€ C| (z) bleibt beschrankt z,,1 = 22+ ¢,z = z}

definiert ist.

Der Unterschied zur Mandelbrot-Menge besteht darin, dafBunktc vorgegeben
wird und fur jeden Punktder Ebene nachgeschaut wird, ob die Iterationsfolge kon-
vergiert. Man erhalt also fur jedeseine Julia-Menge. Interessanterweise sind die
Julia-Mengen, deren c-Wert der Mandelbrot-Menge andehtissammenhangende
Mengen. Die Julia-Mengen, deren c-Wert ausserhalb der Blarat-Menge liegen,
bestehen aus isolierten Punkten. Unter diesem Aspekt kamdie Mandelbrot-
Menge als Inhaltsverzeichnis der Julia-Mengen auffassen.

9.5 Anwendungen

Auf den ersten Blick erscheinen Fraktale als ganz hubdoér, micht sonderlich
natzlich. In den letzten Jahren hat es aber eine ganze Reth@raktischen An-
wendungen gegeben:

» Die Kustenlange von England hat die Dimensipr- 1, 23.
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Abbildung 9.8: Julia-Mengen zu den Punkten c¢=1,28 (linksP334 - 0,528 i (Mitte) und
c=-0,776 + 0,216 i (rechts).

* Misst man den Grundumsatz (Stoffwechsel) S von Lebewesdrragt die-
sen doppelt-logarithmisch Uber der Korpermasse M aukgrgibt sich ein
linearer Zusammenhang. Daraus kann man die Dimensiore8emlj wenn
man annimmt, dass die Masse proportional zum Volumen istdasoVolu-
men prortional zur dritten Potenz der linearen Ausdehnivan erhalt eine
DimensionD = 2,25.

* Die Dimension der Hirnhaut, d.h. der Hirnoberflachelst 2, 79.

» Die Verastelungen der Bronchien sind nahezu selbstihriEs ergibt sich
eine Dimension voD ~ 2,8. Bei der Dosierung von Medikamenten muss
dies berticksichtigt werden
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9.6 Programme

9.6.1 Cantor-Floh

SmallBasic -Programm zur Erzeugung der Cantor-Menge:

Initialisierung
randomize(1)
cls
'Skalierungsfaktor fuer die Ausgabe
scale=400
'Anzahl der Schritte
N=100
'Startpunkt
X =2/3
forj =1t N
'Zufallszahl erzeugen (1 oder 2)

p=int(2*rnd)+1

if p=1 then

X=x/3
else
X=2/3+x/3

endif

" Linie zeichnen

line 100+scale* x,100,100+scale* x,200, color p
next j
end
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9.6.2 Sierpinski-Dreieck

SmallBasic -Programm zur Erzeugung der Sierpinski-Menge:

'Initialisierung

randomize(1)

cls

'Skalierungsfaktor fuer die Ausgabe
scale=4

'Anzahl der Schritte

N=10000

'Eckpunkte

DIM px(3)

DIM py(3)

py(3)=87

'Startpunkt

X =50

y =50

forj=1t N
'Zufallszahl erzeugen (1,2 oder 3)
p=int(3*rnd)+1
x=(x+px(p))/2
y=(y+py(p))/2
pset 100+scale* x,400 -scale*y color p
next |

end
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9.6.3 Farn

SmallBasic -Programm zur Erzeugung des Farns:

cls
scale=50
" Startwert
xalt = 1
yalt = 0
FOR i = 1 to 100000
q = 100*mnd
IF g<1 THEN
x=0
y=0.16*yalt
ELSEIF g<85 and g>=1 THEN
X = .85*xalt + .04*yalt
y = -.04*xalt + .85*yalt + 1.6
ELSEIF g>85 and <93 THEN
X = .2*xalt - .26*yalt
y = .23*alt +.22*alt + 1.6
ELSEIF g>=93 THEN
X = -.15*alt + .28*yalt
y = .26*xalt +.24*yalt + .44
ENDIF
pset 300+scale*x,600-scale*y color 2
xalt=x
yalt=y
NEXT i
END
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9.6.4 Mandelbrot-Menge

SmallBasic -Programm zur Erzeugung der Mandelbrotmenge.

" lteration c=c*c+c
' C=C_re +c_im
cls
scale=200
minx=-2
maxx=0.5
miny=-1.2
maxy=1.2
acc=50
fine=0.005
FOR c_im=miny to maxy step fine
FOR c_re=minx to maxx step fine
'Iterationsstartwert
ZX=C_re
zy=c_im
count=0
WHILE (zx*zx+zy*zy<4) AND count<acc
tempx=zx*zx-zy*zy+c_re
Zy=2*zx*zy+Cc_im
Zx=tempx
count=count+1
WEND
if count>=acc THEN
PSET 500+scale*c_re,250- scale*c_im
endif
NEXT
NEXT
END
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10 Zellul are Automaten

Bei der Beschreibung von Prozessen in der Natur spielt mehtie Veranderung
der Zustandsgrof3en im Laufe der Zeit eine Rolle. Haufigme man zusatzlich
auch Informationen tber die raumliche Verteilung hal&ellt man sich eine Ra-
senflache vor, und mochte man die Grasmenge auf dieselnd-taodellieren, so
kann man naturlich ein Modell entwickeln, dass die Gragyeeauf dieser Flache
im Laufe der Jahreszeiten beschreibt. Dann hat man abeerkaiinformationen
dariiber, ob auf dieser Rasenflache an einigen StellemérStellen oder dicke
Grasbiischel existieren. Hierzu benotigt man ein Models die Grasflache raum-
lich beschreibt. Hierzu kann man die Rasenflache zum BaispQuadrate eintei-
len. Man kann nun Wachstumsregeln aufstellen, die das @Gdsstum beschreiben.
Ist z.B. ein Quadrat von braunen Stellen umgeben, d.h.,al#ssen Nachbarqua-
draten sehr wenig Gras ist, so wird das Gras auch in der Mitiesht wachsen, da
der Schutz vor Wind fehlt. Sind um ein Quadrat dicke Grasbhék so werden die
Nahrstoffe knapp und auch dann kann das Gras schlecht amchs

10.0.5 Conway’s Life

Ein erstes solches Modell, genannt LIFE, wurde von Conwayaimre 1970 zur
Beschreibung einer fiktiven Bevolkerung beschriebeneseguadrat, auch Zelle
genannt, kann hierbei zwei Zustande annehmen, tot (0)ledendig (1). Conway
hat nun folgende Regeln aufgestellt:

1. Eine Zelle wird geboren, wenn sie drei lebende Nachbatrn ha
2. Eine Zelle bleibt am Leben, wenn sie zwei oder drei lebévaehbarn hat.

3. Eine Zelle stirbt sie an Vereinsamung otiirerbevolkerung, wenn sie weni-
ger als zwei oder mehr als drei lebende Nachbarn hat.

4. Nachbarn sind die 8 Zellen um eine Zelle herum.

Mit diesen Regeln ergeben sich interessante ErgebnissgibEKonstellationen,
die sich uiber die Zeit nicht andern, andere die Zyklen llacten, welche die sich
Uber das Feld bewegen (Gleiter) und solche, die in gewigdetanden Gleiter
aussenden.
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3

=
-
a2

Abbildung 10.1: Gleiter in Life

+
ﬁI

Abbildung 10.2: Zyklus in Life

SmallBasic -Programm fiir Conway'’s Life
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Auch wenn es heute Ublich ist, zellulare Automaten in kilggentierten Sprachen
wie z.B. Java zu programmieren, hier ein ProgrammbeispiémallBasic :

" Anzahl der Zellen in einer Zeile
nmax=30
'Anzahl der Schritte
tmax = 100
RANDOMIZE(1)
'Initialisierung der Felder
DIM life(1 TO nmax,1 TO nmax)
DIM save(l TO nmax,1 TO nmax)
'Skalierungsfaktor fuer die Ausgabe
scale=10
'Zufaelliger Anfangszustand
FOR i=1 TO nmax

FOR j=1 TO nmax

life(i,j)=int(2*RND)

NEXT j
NEXT i
' Zeitschleife
FOR t=1 TO tmax
CLS
FOR i=1 TO nmax

FOR j=1 TO nmax

' Ausgabe der lebenden Zellen
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IF life(i,)=1 THEN CIRCLE 100+scale*i,500 -scale*j , scal e/2 FILLED
" Umspeichern
save(i,j)=life(i,))
life(i,j)=0
NEXT j
NEXT i

FOR i=1 TO nmax
FOR j=1 TO nmax
‘Bestimmung der Nachbarindizes

k=i-1
l= j-1
m= i+1
n= j+1

' Setzen der Randindizes
IF i=1 THEN k=nmax
IF i=nmax THEN m=1
IF j=1 THEN I=nmax
IF j=nmax THEN n=1
' Bestimmung der Nachbarn von i,
nachbarn= save(k,)+save(i,l)+save(m,|)+save(k,))
nachbarn=nachbarn+save(m,j)+save(k,n)+save(i,n)+sav e(m,n)
'Eine Zelle wird bei 3 Nachbarn geboren
'und ueberlebt bei 2 oder 3 Nachbarn
IF nachbarn=3 THEN life(i,j)=1
IF nachbarn=2 THEN life(i,j)=save(i,))
NEXT j
NEXT i
NEXT t
END

10.0.6 Per Bak’s Sandhaufen

Ein weiteres berihmtes Beispiel ist der Sandhaufen vorBRlker Auf einen Sand-
haufen wird ein Sandkorn gestreut. Nun gibt es zwei Mogkdten. Entweder das
Sandkorn bleibt liegen wo es hingefallen ist, oder es lgst €awine aus. Man
nimmt nun an, dass das Sandkorn liegen bleibt, wenn wenig& Sandkorner an
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der Stelle liegen. Eine Lawine wird ausgeldst, wenn mefidaéi Sandkdrner an
der Stelle liegen. Kommt ein viertes hinzu wird der Sand aeifNhchbarzellen ver-
teilt. Es wird jeweils ein Korn auf die Zellen rechts und linknd oben und unten
verteilt. Diese konnen dann weiter abrutschen. Man kamrumtersuchen ,wie lang
die Lawinen werden. Immer dann, wenn keine Lawine mehr,naiitd ein neues

Sandkorn auf die Flache ge gestreut. An der Randern fdieeS8andkorner herunter

10.0.7 Zirkul &rer Raum

Der zirkulare Raum ist ein berihmtes Beispiel fur Sallgnisation. Nach einer
geringen Anzahl von Schritten bilden sich Strukturen herau

» Es gibt N mogliche Zustande

Der Zustand der Zelle wird um Eins erhdht, wenn mindesen®Nachbar den
Zustand der Zelle plus Eins hat.

Jede Zelle hat 4 Nachbarn (links, rechts, oben und unten)

Der Zustand O wird mit dem Zustand N gleichgesetzt

Abbildung 10.3: Selbstorganisation im zirkularen Raurn K6 Zustanden. Zwischen den
Bildern liegen jeweils 6 Generationen

10.0.8 Charakteristika von zellu aren Automaten
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Allgemein kann man die Charakteristika von zelluaren Awnaten wie folgt be-
schreiben:

Entwicklung in Raum und Zeit

diskrete Anzahl an Zellen

endliche Anzahl an Zustanden fur jede Zelle (kann mawaighen)
Anderung der Zustande in diskreten Zeitschritten

Zustand hangt von den Nachbarzellen ab.



Mathematische Modellbildung SS2005 Kapitel 10 — Zellulare Automaten

10.0.9 Nachbarschaftsbeziehungen

Der Zustand einer Zelle hangt von den Zustanden seinenliamn ab. Man kann
verschiedene Nachbarschaftsbeziehungen betracheten.

» 4 Nachbarn (oben,unten, rechts und links)

8 Nachbarn (alle direkt angrenzenden Zellen)

die Zelle selbts kann zu den nachbarn gezaht werden
entferntere Zellen werden hinzugenommen

Randbedingungen

Man kann, wie bei Per Bak die Rander offen lassen, so dasRafezellen ein-
fach weniger Nachbarn haben. In diesem Fall wird der ZustlndRandzellen je
nach Automat anders ausfallen als der der Zellen in der Miti# man dies ver-
meiden schliesst man das Feld zu einem Torus. Dann habezedida gleich viele
Nachbarn.
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A  Funktionen

Eine Funktionf ist eine Vorschrift, die jedem Element einer Merigegenau ein
Element der Meng®/ zuordnet. Die MengPB heisst Definitionsbereich, die Menge
W Wertebereich:

f:D — W (A1)

X —  f(x

x heisst unabhangige Variable oder Argument. Eine Funkitiod auch Abbildung

genannt.
Die Menge aller Punkt& := {(x, f(x))|x € D} der Funktion|(A.1) heisst Graph der
Funktion.
Beispiel A.0.1
f:[0,5 — R (A.2)
X — X

Das Argumenk ist anschaulich gesehen ein Platzhalter und ist belielighdeinen
anderen Buchstaben austauschbar. Durch

f:[0,5 — R

t — t2

ist dieselbe Funktion wie in (A.2) definiert.

In der Schule schreibt man stdttx) haufig einfacly. Wenn klar ist, welches in der
Vorschrift die unabhangige Variable ist, so ist das ok:

y= 5. x2 (A.3)

Aber was ist,wenn die Vorschrift= a- b? geben ist. Man kann so nicht erkennen,
ob a, b oder sogar beide als Argumente dienen sollen. Moglichisevista ein
Parameter, der einen festen Wert hat, braths Argument oder umgekehrt. Daher
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wird das Argument in der Vorschrift mit angegeben:
y(b) =a-b?

Ist nuna =5, so haben wie dieselbe Vorschrift wielin (A.3).
Nun gibt es einige Konventionen, die aber nicht strikt elrajen werden:

So weiss man im Allgemeinen, dass et mx+ b eine Geradengleichung gemeint
ist, mit dem Argumenk, der Steigungn und dem Abzissenwefli. Meistens ist,
wenn nicht anders angegebedie unabhangige Variable.

In der Physik gibt es haufig Funktionen, in dertemls Argument auftritt. In den
meisten Fallen ist damit die Zeit gemeint.

Anmerkung fur Analytiker: Bildet man die Ableitung einer Funktion, so ist mit der
Schreibweisey die Ableitung nach dem (einzigen) Argument gemeint, diésnisistens
x. Insbesondere beschreifi{x) die Ableitung der Funktiorf nachx. Will man dies beson-
ders hervorheben so schreibt mﬁﬁ (x). In der Physik wird haufig die Ableitung nach der
Zeit, die sogenannte Zeitableitung, mit einem Punkt daegles

f(t) ::%f(t).

Ist der Definitionsbereich einer Abbilduly, so nennt man die Abbildung eine
Folge und schreibt

a:N — W

n — a.

oder kurz(an)nen-

A.1 Polynome
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Abbildungen der Fornp(x) = am- X"+ ---+a;-X+ap , me N heissen Polynome.
Berilhmtestes Beispiel ist die Normalparapel) = x> mitm=2,a, = 1 unda; =

ap=0.
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A.2 Periodische Funktionen — Winkelfunktionen

Eine Funktion heisst periodisch mit der Periodenlange genmwfur allex € D
f(x+ p) = f(X) gilt. Beispiele fur periodische Funktionen sind die Witikak-
tionen (trigonometrische Funktionen) Sinus und Kosinus.

=
1 n
a | ! | .'.-I
cosTe) PR AN
— sin(x)
----- cos(x)

Abbildung A.1: Der Einheitskreis und die Winkelfunktionen

Betrachtet man im Einkeitskreis, das in Abbildung A.1 datghite Dreieck, so ist
die Lange der Hypotenuse 1. Der resultierende Abschnittleux-Achse ist also
der Kosinus, des Winkels, der Abschnitt auf der y-Achse ist der Sinus.

Die Steigung der Geraden betri'{é[g%)) = tan(a).

Das Argument der Winkelfunktionen kann sowohl in Grad alshamn Bogenmal3
(Radiant) angegeben werden. Ein Vollkreis von 36@tspricht dabeii2rad.

Wichtige Werte der Sinus und Kosinusfunktion:

Grad 0 30 |45 |60 |90 [180 (270 |360
Bogenmaif 0 /6 |1m/4 |1/3 |1/2 |1t 3m/2 |21
Sinus 0 1/2 |v2/2|V/3/2]1 0 -1 |0
Kosinus |1 V3/2|v2/211/2 |0 -1 |0 1

Eigenschaften der Sinus und Kosinusfunktion:
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Periodenlange & sin(x) = sin(x+ 2m)
cogx) = cogx+ 2m)
Sinus ist symmetrisch zum Ursprung sin(—x) = —sin(x)

Kosinus ist symmetrisch zur y-Achse cogx) = cog —X)
sind gegeneinander umy 2 verschobecogx) = sin(X+ 1/2)
Schnittpunkte bex = 11/4+n- 1y n € Z | sin(1t/4) = coqT11/4)

Bemerkung: Berechnet man Sinus und Kosinus mit dem Taschenrechner somman auf-
passen, dass die Einstellung stimmt. Ist der Taschenreabh&radmal (DEG) eingestellt,
muss man den Winkel in Grad eingeben, steht er auf Bogenm@&R)(Bo muss er in Bo-

genmald angegeben werden.
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B Weiteres

B.1 Geometrische Summe

Satz B.1.1 Geometrische Summe
Fur allen € Nundc # 1 gilt

n—-1 c—1
K=14ctrc?+.. . +c 241
& c—-1

Beweis Multiplizieren der linken Seite mit — 1 ergibt

¢"lc—1)+c" % (c—1)+...+c2-(c—1)+c-(c—1)+1-(c—1)

= "1yl 2y 4l -Prd-ctc-1

= "1 ]

B.2 Modulo-Rechenregeln

Definition B.2.1 Modulo
Seiena,b € Z, n € N. a heisst kongruent zu b modulo n, in Zeichen:

a=b(modn),

genau dann, wenmdie Differenza— b teilt (in Zeichen:n|a— b).

Es gibt also eirk € Z, so dass = k- n+ b gilt.

Modulo ist eineAquivalenzrelation, d.h. reflexiv, symmetrisch und tréimsDie
kleinste nicht-negative Zahl in jeder Restklasse heisgré&=ntant. Der Kongru-
enzbegriff kann als Verfeinerung des Teilbarkeitsbegrétifgefasst werden, den
n| a ist gleichbedeutend ma = 0 ( modn). In den Fallen, in denen die Division
durchn nicht aufgeht, werden Reste charakterisiert.
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Beispiel B.2.1 Tageszeiten
Ein Beispiel fur Modulo-Rechnungen sind die Tageszeitka durch die Ziffern 1
bis 12 bzw. 1 bis 24 dargestellt werden. 0

Definition B.2.2 Modulo-Operator
Seiena,b,nc Z,n>1und 0< b < n.
amodn = b, genau dann, wena= b (modn)

Der Modulo-Operator gibt den Rest bei Divison durcan.

Satz B.2.1 Seiena,b,c,d,ne Z, n > 1.
Ausa= b (modn) undc = d (modn) folgt:

a+c=Db+d (modn)
a-c=b-d (modn)

Insbesondere gilt filf € N: al = b/ (modn)

Satz B.2.2 Seiena,c,ne€ Z,n > 1.
IstggT(n,c) =1, so gilt:
Ausa-c=b-cmodn folgt a=bmodn

B.3 Euklidscher Algorithmus

Der Euklidsche Algorithmus ist ein Verfahren zur Bestimmues ggT zweier Zah-
lena,b € N. Wir starten, indem wirg := aundry := b setzen. Nun berechnen wir
die Division mit Rest, wobei dig; € N sein sollen.

ro = C1-r1+r2 O<ro<ry
r = Cp-Io+r3 O<rz<rsy
-2 = Cn_1-M—1+r O0<r<rp2

-1 Ch-In
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Behauptungr, = ggT(a,b)

Beweis Seiz € Z mit zlaundz| b. Eine solche Zaht existiert, daz = 1 die Bedin-
gung erfullt. Es gilt als@|ro undz|r;. Damit muss nach der ersten Zeile autty
gelten usw. , und somit audtr,. Da dies fur jeden Teiler voa undb gilt, gilt es
auch furz=ggT(a,b), also

ggT(a,b)|ry, und damit ggT(a,b) <rp.

Wenn nurrp|aundry| b gilt sind wir fertig, da danm, < ggT(a,b) gilt.
Aus der letzten Zeile folgty| rn—1, aus der vorletzter,| rn_2, ...,n| r1,rn| ro

Damit giltr, = ggT(a,b).

Beispiel B.3.1 Bestimmung vorggT(147,56)

147 = 2-56+35

56 = 1.-35+21
35 = 1.21+14
21 = 1-14+47
14 = 2.7
AlsoggT(147,56) =7. o

B.4 Erweiterter Euklidscher Algorithmus
Um den privaten Schlissédlbeim RSA-Verfahren zu bestimmen, ist die Gleichung
e-dmod(p—1)(g—1)=1
bei gegebenerg p undq zu losen.

Beispiel B.4.1Es seie=41,p=17,g=13,dannis{p—1)(q—1) = 192.
Zu losen ist also

41d mod 192=1
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Zuerst fuhren wir den Euklidsche Algorithmus fur 192 uriddarch:

192 = 4.-41+28

41 = 1.28+13
28 = 2-13+2
13 = 6-2+1

Nun l6st man die Gleichungskette umgekehrt auf:

1 = 13-6-2 Umformung der 4. Zeile
= 13-6-(28—2-13) Umformung der dritten Zeile und Einsetzen
= 13-13-6-28 Zusammenfassen
= 13-(41-1-28)—-6-28 Umformen der zweiten Zeile und Einsetzen
= 13-41-19-28 Zusammenfassen
= 13-41-19-(192—4-41) Umformen der ersten Zeile und Einsetzen
= 89-41-19-192 Zusammenfassen

Damit gilt 89-41=19-192+1, also 4. 89 mod 192=1,und es gild=89.
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B.5 Mengenlehre

Definition B.5.1 Gegeben seien zwei MengérundB

» Die MengeA heisst genau danfeilmengevon B, wenn jedes Element
von A auch Element vom ist. (in ZeichenA CB). Ist A Teilmenge vorB
undA # B, so heissA echte Teilmengevon B (in ZeichenA C B).

* Die Menge aller Elemente, die Z4und B gehoren, heisséchnittmenge
von A undB (in ZeichenAN B, gelesenA geschnitterB):

ANB = {x|x€ Aundx € B}

» Die Menge aller Elemente, die ZAloderB gehoren, heisstereinigungs-
mengevon A undB (in ZeichenAU B, gelesenA vereinigtB):

AUB = {x|x € Aoderx € B}

* Die Menge aller Elemente, die Zuund nicht zuB gehoren, heisdDiffe-
renzmenge(in ZeichenA\ B, gelesenA ohneB):

A\B={x|x € Aundx ¢ B}

* Ist B Teilmenge vonA (B CA), so heisst die Differenzmengk\ B auch
Komplementarmengevon B bezogen auf (in ZeichenB, gelesen B quer).

A und B heisserdisjunkt, wenn ihr Durchschnitt leer istAinB =0

Definition B.5.2 SeiQ # 0, Q endlich.

* Die Menge aller Teilmengen vof2 heisstPotenzmengevon Q und wird
mit 7 (Q) bezeichnet.

Satz B.5.1 Die Machtigkeit der Potenzmenge(Q)| einer n-elementigen Menge
Q betragt 2.
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Beweis durch vollstandige Induktion

Induktionsverankerung = 1:

BestehtQ aus einem Element, so i$0,Q} die Potenzmenge vo2. Damit gilt
[2(Q)] =2

Induktionsschritt vom — n+ 1:

Sei die Machtigkeit der Potenzmenge einer n-elementigendd 2. SeiQ n+1-

elementig und sex € Q. Dann ist die Machtigkeit der Potenzmenge der Menge

Q\ {x} nach Induktionsvoraussetzun BVir kdnnen nun zu jeder Menge in(Q \
{x}) x hinzufiigen und erhalten weiter@ Rengen. Damit gilf|? (Q)| =2-2" =

n+1
N+l =

Satz B.5.2 Mengengesetze
SeienA, B, C Mengen dann gilt:

Kommutativgesetz
AUB=BUA
ANB=BNA

Assoziativgesetz
AU(BUC) = (AUB)UC
AN(BNC)=(AnB)NC

Distributivgesetz
AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AU(BNC) = (AuB)N(AUC)

Gesetz von de Morgan

AUB=ANB
ANB=AUB
AUD=A

AND=0
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