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Mathematische Modellbildung SS2005 Kapitel 1 — Einfuhrung

1 Einfdhrung

1.1 Was ist Modellbildung — mathematische Modellierung
Die mathematische Modellbildung oder mathematische Miedehg
* bezeichnet eine Methode

* ist nicht an eine spezielle Wissenschaft gebunden und iwiNaturwissen-
schaften und Technik und in d&konomie angewendet

+ versucht Teile der Realitat mathematisch begreifbar aatran

(Natur)-Wissenschatft ist Modellierung: In der Wissengtherden Modelle auf-
gestellt, um eine vorgebenen Fragestellung zu beantworten

Jedes Modelliervorhaben braucht eine Leitfrage oder esfi Z

Dies ist wichtig, da die Art und die Komplexitat eines Mddelon dieser Zielvor-
gabe abhangt. Ein Modell soll einen Teilaspekt der Ratadib’ darstellen, dass es
die Information liefern kann, die zur Beantwortung eineitlicage notwendig ist.
Beispiel:

Ein Klimamodell taugt nicht zur Wettervorhersage, ein Reggpfenmodell auch
nicht.

1.2 Was ist ein Modell ?

Hierfur gibt es keine eindeutige Definition. Man konntengs folgt beschreiben:
Ein Modell ist ein Objekt oder Konzept, das benutzt wird, umea realen Aspekt
so darzustellen, dass er in Hinblick auf eine Zielfrage tagrden werden kann.
Beispiele fur Modelle sind:

* ein Landschaftsbild
* Landkarten

* Wettermodelle
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1.2.1 Merkmale von Modellen

Vereinfachung. Es werden nur die wesentlichen Aspektiddas Modell be-
schrieben. Will man z.B. das Volumen eines Wiirfels bereahso ist dessen
Farbe unwichtig.

Skalierung in Raum und Zeit. Ein Atommodell stellt das Atioreiner Grol3e
dar, die wir sehen konnen, ein Globus ist so klein, dass gudra auf dem
Schreibtisch stehen kann. Modelle zur Wettervorhersagsseri’ schneller
sein als das Wetter selbst.

Modelle haben einen begrenzten Gultigkeitsbereich, gdten die New-
ton’schen Gesetze nicht nahe der Lichtgeschwindigkeit

1.2.2 Arten von Modellen

einfache Modelle, die Prinzipien erklaren, z.B. Besdiurg des radioaktiven
Zerfalls durch die Exponentialfunktion

komplexe Modelle, wie z.B. Klimamodelle, die die Atmospéund die Ozean-
stromungen bericksichtigen

empirische Modelle, die einen funktionalen Zusammenhand/essdaten
liefern

prozessorientierte Modelle
deterministische Modelle

stochastische Modelle

Diese Einteilung ist nicht eindeutig! Z.B. Konnen einfaddodelle sowohl deter-
ministisch als auch stochastisch gebildet werden.

1.2.3 Modell-Simulation

Ergebnisse von Modellen erhalt man durch eine Simulaiina. Simulation lie-
fert eine Realisierung des Modells. Das Modell gibt die Eihsin die Zusam-
menhange, die Simulation liefert ein Ergebnis, das z.B.Massdaten verglichen
werden kann. Wird dieser Vergleich fur ausreichend guibeéén, so kann das Mo-
dell den beschriebenen Sachverhalt reproduzieren. Zeigtetgleich von Simula-
tionsergebnis mit den Daten Abweichungen, so muss dass|M@ubessert wer-

den.
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2  Empirische Modelle

Bei der empirischen Modellierung wird ausgehend von einéer onehreren Da-
tensatzen versucht, einen funktionalen Zusammenhangstinbomen, der diese Da-
ten ausreichend gut reproduziert.

2.1 Parameteranpassung

Bei der Parameteranpassung wird eine Funktion vorgegetdia Parameter der
Funktion anhand der Messdaten bestimmt. Es seien z.B.noég®Verte fur die
Wassertemperatur an der Nordseekiiste gegeben (Abbiiling
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Abbildung 2.1: Jahresgang der Wassertemperatur an desbigkiiste (Beispiel)

Diese Werte sollen nun durch eine Kosinusfunktion appraitmwerden. Aus der
Grafik erkennt man, dass der kalteste Zeitraum Mitte Felimsavitte Marz ist. Wir
nehmen als kaltesten Tag den Tag 60 an. Die kalteste geme$smperatur betragt

ca. 4°C die warmste ca. 22C. Die Temperaturdifferenz betragt somit 18, die
mittlere Temperatur ca. 13C.

Die Kosinusfunktion soll nun so verandert werden, dasgsigen Daten passt:
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Die Kosinusfunktion:

Skalierung auf0, 1]

Skalierung auf 1 Jahr

Im Winter soll es kalt sein

Der kalteste Tag ist Tag 60

Die Amplitude betragt 9C

Der Mittelwert betragt 13C

T =cogt)
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Man erhalt so eine Kurve, die recht gut zu den Daten pasdii{@ng 2.2).
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Abbildung 2.2: Jahresgang der Wassertemperatur an desBlektiste und daran angepasste
Kosinusfunktion.

2.2 Lineare Regression

Im vorherigen Beispiel haben wir die Parameter der Kosiongkanhand von we-
nigen Charaketristika, wie die Lage der Extrema bestimmtidigenden wird ein
Verfahren beschrieben, dass die Anpassung einer Geradgggabene Messwerte
unter Beriicksichtigung aller Messwerte erreicht.

Fur das Wachstum einer Bohne seien folgende Messwerthdideit in Tagen seit
der Pflanzung und die zu dieser Zeit gemessene Hohe der Belgeben:

ZeitinTagen| 3 |5(10({15|(20|30(40| 50 | 60 | 70 | 80 | 100
Hoheincm | 05| 1| 2 | 7 | 15|30 | 70| 130| 170| 230 | 248 | 252

In Abbildung| 2.4 erkennt man, dass im Bereich zwischen demrag und dem
70. Tag wahrscheinlich ein linearer Zusammenhang zwisdeerWachstumszeit
und der Wachstumshodhe besteht. Diesen Zusammenhang kendurch eine Ge-
radengleichung beschreiben:

y=m-X+Db

Wir wollen nunm und b bestimmen. Dabei interessiert uns insbesonderdie

Steigung der Geraden. Sie ist ein Mal3 fur die Wachstumbgesdigkeit. Eine
solche Gerade kann man z.B. erhalten, wenn man zwei bedidbimkte in die-
sem Bereich miteinander verbindet. Handelt es sich taisficum einen linearen
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Abbildung 2.3: Wachstum einer Stangenbohne.

Zusammenhang und sind die Messungen nicht fehlerbehsftédiann man so die
Steigung und damit die Wachstumsgeschwindigkeit erhdliegen aber nicht alle
Punkte auf dieser Geraden, so wird die Lage der Geraden voNald der Punkte
abhangen.

In der Realitat wird aber weder das Wachstum exakt einegatien Zusammenhang
folgen (Bohnen wissen gar nicht, was das ist) noch wird marHdihe derart exakt
messen. In Abschnitt 2.2.1 wird daher ein Verfahren vorjkstine Gerade zu
bestimmen, die allen Punkten in diesem Bereich Rechnuagg. tr”

Aber nehmen wir mal beispielsweise die Gerade, die durcRdikte bei t=20 und
t=70 lauft, dann gilt:

15 = m-20+b
230 = m-70+b

Auflosen ergibm= 4.3 undb = —-710.
Man kann die Steigung auch erhalten, indem man ein Steigungsdreieck betrach-
tet:

by _ 230cm-15cm
~ Ax  70Tage-20Tage

Im betrachteten Zeitintervall wachst die Bohne alsdofn/Tag.

Die Methode, nur zwei Punkte zu bericksichtigen, ist ritil falsch, da sich
Messfehler und Abweichungen in diesen Punkten stark aufage der Geraden
auswirken. Besser ist es alle Punkte zu beriicksichtigemydBereich des linearen
Wachstums liegen. Hierzu gibt es die Methode der kleinstead@ate auch lineare
Regression genannt.
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Abbildung 2.4: Wachstum einer Stangenbohne. Dargestetitdie Messwerte und die Ge-
rade, die durch die Punkte (20,15) und (70,230) geht.

2.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Seient; <ty < --- <ty dien Zeitpunkte, an denen dreMesswerte/1,yo, - - -, Yn ge-
messen wurden. Der Datenbereich des Beispiels aus 2.2nitieares Wachstum
angenommen wird, ist durch

Zeitt; 2030|140 50 | 60 | 70
Hohey; | 15| 30| 70| 130| 170| 230

gegeben.
Es soll nun eine Geradgt) = m-t + b so bestimmt werden, dass die Summe der
Quadrate der Abweichungen von Messdaten und Geraden nhiwinda

n n

Q(mb) := _;(Yi —y(t))*= Zl(w —(m-ti+b))?

soll also minimal werden. Im Beispiel muss also

(15— (M- 20+ b))%+ (30— (M- 30+ b))%+ (70— (M- 40+ b))?

Q<m7 b) = 2
+ (130— (m-50+ b))%+ (170— (M- 60+ b))%+ (230— (M- 70+ b))?

minimal werden.
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Um das Minimum zu bestimmen, werden die partiellen AblegemvonQ nachm
undb bestimmt und gleich null gesetzt:

2QUmb) _zi (Mt b)) (—t) =0

Rmb) _Zi (M-t +b))- (—1) =0

Man erhalt also zwei Gleichungen mit den zwei Unbekanmendb. Formal muss
man natirlich zeigen, dass es sich tatsachlich um einrivim handelt!

Satz 2.2.1 Methode der keinsten Quadrate (lineare Regressi)
Es seien n Messwerig,i = 1---n zu den Zeitpunkten,i = 1---n gegeben. Di¢
Summe der Abstandsquadrate der Messwerte von der Geyddenm-t + b wird
durch
th. yi—T-Y
b==(Y—-mT)
thz T-T
minimiert, wobei
n n
T:=Yt=t1++t Yi=3Yi=yi+-+Yn
2 2
gilt.
Mit Hilfe der Grofzen Mittelwert, Varianz und Kovarianz @hman
Cout,y) o e
0 ¢

wobei

. 12 12 12 12

= — V= — V = — — — — . T —

t n2 iy 02, (t) n2 (ti—5" Cout,y) = n2 (ti—1)-(vi—y)

gilt.
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Im Beispiel erhalt man die Gerade
y=4.44-1—9243

Das so bestimmte Wachstum betragt also 4.44 cm/Tag. Inidioig 2.5 sieht man,
dass die Gerade zwar keinen der Messpunkte genau trifit tedtedem besser ist
als die Gerade in Abbildung 2.4. Dies liegt daran, dass Assee weniger stark
einfliessen.
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Abbildung 2.5: Wachstum einer Stangenbohne. Dargesielitdie Messwerte, fir die ein
lineares Wachstum angenommen wird, und die Ausgleichgerdid sich nach der Methode
der kleinsten Quadrate ergibt.

Das Verfahren der linearen Regression ist in vielen wissafdichen Taschen-
rechnern und Tabellenkalulationsprogrammen implemgnbése geben meistens
zusatzlich zu den Parametern das sogenannte Bestimsntiadit’ an. Hierbei ist
durch

__Cout,y)
V(t)-V(y)

gegeben. Das Bestimmtheitsmef3gibt den Anteil der durch die unabhangige
Grol3et erklarten Varianz an der Gesamtvarianz woan. Liegen die Werte exakt
auf einer Geraden, so ist = 1.

2.3 Logarithmischer Zusammenhang am Beispiel der Karzinog enese

Haufig folgen naturliche Prozesse keinem linearen Zusanimang. Am folgenden
Beispiel soll gezeigt werden, wie die Methode der linearegr@ssion auf Prozesse
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angewendet werden kann, die einem logarithmischen Zusaimng folgen.

Beispiel: Karzinogenese bei Ratten.

Durch Gabe von Diethylnitrosamin, kann bei Ratten Krebgaelist werden. Je
hoher die tagliche Dosis ist, desto schneller entwickerRatten einen Tumor. Die
Zeit von der Diethylnitrosamingabe bis zur Ausbildung desors heisst Latenz-
zeit. Es besteht folgender Zusammenhang

Dosis in mg/kg/Tag 0.075| 0.15| 0.3 | 0.6 | 1.25| 25| 5.0 | 10.0
Latenzzeit in Tagen 1020 | 645 | 480 | 360 | 265 | 225| 150 | 120

Auf den ersten Blick kann man nicht entscheiden, welcheaAusenhang besteht
(Abbildung 2.6).

1000% —

800— —
*

600— -

400— —

Latenzzeit in Tagen

200— * -
*

o 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1
4 5 6 7 8 9
Dosis in mg/kg/Tag

Abbildung 2.6: Karzinogenese bei Ratten. Aufgetragen diadDosis an Diethylnitrosamin
und die zugehorige Zeit bis zur Ausbildung eines Tumorddhazeit)

Tragt man die Datenpunkte doppelt logarithmisch auf semmnkman den Zusam-
menhang (Abbildung 2.7). Doppelt logarithmisch bedewtags sowohl die x- als
auch die y-Achse logarithmisch sind. Hierbei ist es unditlejob man die Achsen-
skalierungen logarithmisch wahlt oder die Werte in dereli@blogarithmiert und
die Achsen linear skaliert (siehe Achsen in Abbildung 2E8 scheint ein linearer
Zusammenhang zwischen dem Logarithmus der Dosis und demritlogus der
Latenzzeit zu bestehen:

log(Latenzzeit = m-log(Dosis) + b

Die Parametem undb kann man nun mit der Methode der kleinsten Quadrate be-
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Abbildung 2.7: Karzinogenese bei Ratten. Aufgetragen diadDosis an Diethylnitrosamin
und die zugehorige Zeit bis zur Ausbildung eines Tumorsedhzazeit) in doppelt logarith-
mischer Darstellung

stimmen. Hierzu macht man sich zuerst die Wertetabelleadgrithmierten Werte.
Man beachte, dass diese Werte keine Einheit haben!!:

log(Dosis) -1.12| -0.82| -0.52| -0.22| 0.1 0.4 0.7 1
log(Latenzzeit)] 3.009| 2.810| 2.681| 2.556| 2.423| 2.352| 2.176| 2.079

Man erhaltm= —0.42 undb = 2.48.
Auslog(Latenzzeit = m-log(Dosis) + b folgt

Latenzzeit= 10™09(Dosi9+b — 1P . Dosid" = P In(10)+min(Dosiy

Dieser funktionale Zusammenhang ist in Abbildung 2.8 dstej. Man hat nun ei-
ne Funktion, mit der man zu einer gegebenen Dosis die Laggrizstimmen kann.
In der Praxis wird die tatsachliche Latenzzeit davon ablnen (Ratten sind keine
Computer). Auch weiss man nicht, welchen Giltigkeitsinéreas Gesetz hat (bei
sehr hohen Dosen werden die Ratten vermutlich viel schmBliemore entwickeln,
bei sehr niedrigen eventuell gar keine).

2.4 Verallgemeinerung der linearen Regression ersten Grad  es

Weiss man, dass der Zusammenhang zwischen abhangigenahbangiger Va-
riablen einem anderen Gesetz folgt, so kann man auch hiegirhieren. Viel
Softwarepakete und Taschenrechner haben hierzu eine RaihEunktionen im-
plementiert:

11
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Abbildung 2.8: Karzinogenese bei Ratten. Aufgetragen diadDosis an Diethylnitrosamin
und die zugehorige Zeit bis zur Ausbildung eines Tumorsdhzzeit) sowie der funktionale
Zusammenhang, der sich nach der Methode der kleinsten geaghgibt.

f(X) =aix+ag linear
f(X) = apx? + a;x+ag quadratisch
f(X) = agx®+apx? + ayx+ag kubisch

Bei der Optimierung mit Hilfe der angegebenen Funktionemdie# es sich auch
um lineare Regressionen, da die Paramateicht in hoherer Potenz vorkommen.
Allgemein handelt es sich um eine line&fberlagerung von einfachen Funktionen:

wobei hierhj(x) = x! gilt.
Die Losung eines Optimierungsproblems lauft analog wneFalle der Geraden.

Man leitet die Funktion der Summe der Abstandquadrate nantPérametern ab,
setzt diese gleich null und erhdlGleichungen mi Unbekannten.

2.4.1 Fourieranalyse

12

Nun ist es nicht zwingend, dass die FunktiormgrPotenzen vox sind. Hat man
Messwerte, von denen man weiss, dass sie einer Periadinigrliegen, wie z.B.
der Temperaturverlauf eines Jahres, so kann man auch [gehed~unktionen als
Basis wahlen. Das bekannteste Beispiel hierfur ist digriéo-Analyse. Man wahlt
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als Funktion einéJberlagerung aus Sinus- und Kosinusfunktionen
J t . t
f(t,a0,31,.,a0,b1,,by) = @0+ Y (@ cos(2rke) + b sin(2rk=) )
K=1

wobeiT die Periodenlange ist. Sind die Stutzwertder Messwertg;, i = 1,...,N
aquidistant Uber die Periode T verteilt, so ergibt sichdie optimalen Parameter

2

*

2 t .
A= D cos2rkr) b=

. tj
i -S|n(2nk?')

&
I
2l
<
ZIN

MZ

13
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3 Prozessorientierte Modelle

Im vorherigen Kapitel haben wir ausgehend von Messwerteanefunktionalen
Zusammenhang hergestellt. Manchmal hat man aber das Rrobéss es keine
Messungen gibt. In diesem Fall fragt man die Experten z.Bldgeen oder Physiker
wie sich das System, das man durch ein Modell beschreibe:lhmt)/erhé@t.

3.1 Freier Fall

Will man beschreiben, in welcher Hole sich eine fallende Kugel zur Zett be-
findet, wenn sie zur Zetp = 0 in der HOheHg losgelassen wird, so wird man vom
Physiker erfahren, dass dies durch das Fallgesetz besehnard und von der Erd-
beschleunigung abhangt. Der Physiker sagt:

Die Geschwindigkei eines fallenden Korpers ist proportional zur Fallzenhit
der Proportionalitatskonstantgr{ bei Vernachlassigung der Reibung).

Man erhalt also den funktionalen Zusammenhang
v(t)=g-t

Die in einem Zeitintervall\t zuriickgelegte Streck&sist durch
As=v(t)- At

gegeben.

Tragen wir nunv in einem Geschwindigkeit-Zeitdiagramm auf, so erhalt rdan
in dem Zeitintervallt,t + At] zuriickgelegte Streckés, indem man das Intervall
mit dem Geschwindigkeitswert be#- % multipliziert. Dies entspricht gerade den
Rechtecken in Abbildung 3.1.

Die Summe der Flachen aller dieser Rechtecke ergibt geliaddacheF des grau-
en Dreiecks in Abbildung 3|1 und betragt

Das Wissen der Experten basiert dabei im allgemeinen ligitiauch auf Messungen und deren
Interpretation. Die Messdaten sind aber vielleicht im leadiér Zeit verloren gegangen.

15
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Geschwindigkeit v

3
Zeitt

Abbildung 3.1: Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm

F o= 3 Vitiayz) A= ST U(T) = 2T -g.T=1g.T2
i; 2 2 2

Hierbei isttg = 0 undt, = T. Diese Flache beschreibt den dgizuriickgelegten
Weg, alsos(t) = 39-t2.
Die Position der Kugel zur Zeitbetragt dantd (t) = Ho — s(t). Das Minuszeichen
ruhrt daher, dass die Kugel in Richtung Erdboden, alsoéhfRng geringerer Hohe,
fallt. Die Hohe verringert sich also um die zuriickgeketrecke. Unser gesuchtes
Modell ist also durch

1
H(T):Ho—é-g-Tz

gegeben, wobei die Erdbeschleuniguang 9,81 m/s? betragt.

Genaugenommen muss maininfinitisimal klein machen, um das richtige Ergebnis
zu erhalten. In diesem Beispiel ist die Funktion, unter defFthche bestimmt wird,
linear, so dass das Ergebnis auch so stimmt.

Die Momentangeschwindigkeitist die zeitliche Ableitung des Wegssalso

v(t) = % =$(t) =9(t).

Daraus ergibt sich fur den Weg

t t 1 1
s(t) = s(to) + v(x)dx:so+/0 g~xdx:so+§g-x2|5:so+ Egot2

to=0

Die Abweichung im Vorzeichen rihrt daher, dass wir hiereargnmen haben, dass
sundyv in dieselbe Richtung laufen. Ausserdem bezeiclsger wie Ublich die
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Position zur Zeit ts(tp) ist die Position zur Zeity. Das Integral ist der in der Zeit
vontg bist zuriickgelegte Weg.

3.2 Die Wurfparabel

Ein Fussball werde vom Boden aus mit einer vorgegebenenn@eteschwindig-
keit unter einem vorgegebenen Winkel geschossen.

Wie weit fliegt der Ball, bis er zum erstem Mal wieder auf dendBo aufkommt
und wie hoch kommt er, wenn wir die Reibung vernachlassiyen

Vv, =V sin)

%o Xg Xq v, =V cosf)

Abbildung 3.2: Die Wurfparabel und die Zerlegung der Gesaolligkeit v in die Kompo-
nentenv, undvy

Gegeben sei also der Winkel unter dem der Ball abgeschossen wird, und die
Geschwindigkeiv zur Zeitty := 0. Zunachst muss die Anfangsgeschwindigkeit
in ihre Komponenten zerlegt werden: Die zur Zeit t in x-Riglg zuriickgelegte
Strecke betragt

X(t) =v-t=v-cosu-t.

In y-Richtung wirkt die Schwerkraft, die zur Zeit t in y-Ritlng zuriickgelegte
Strecke betragt also (siehe Abschhnitt 3.1)
g g 2

h=w -t—=>.t2=v.sino-t—=.
y(t) =w > V-sina >

Um nun zu bestimmen, wie weit der Ball fliegt, miissen wir befden, bei wel-
chem x-Wert y gerade null wird. Bisher haben wir aber nur dmfationen dartber
zu welcher Zeit, welcher x- bzw- y-Wert angenommen wird. &adbsen wird die
Gleichung fur x nach t auf und setzen das Ergebnis in diecBGleig fur y ein.

17
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Nehmen wir mal an, dass wir denn Ball nicht senkrecht in ddaéiSchiessen, also
a # 90 ° ist, unda € [0,90[ (damit gilt cosx # 0), so durfen wix =v-cosa -t zu

X
~V-CcosO

umstellen. Einsetzen ergibt

__sina g 5

yo) = cos  22.coZa (3.1)

Man erhalt also tatsachlich eine nach unten geotffnetaldeh Die Schnittpunkte
mit der x-Achse erhalt man, indem man nu#: 0 setzt und nack auflost.

Man erhalt die Losungexy=0, den Abschusspunkt und

VAV
Xe = % -sina - cosa , den Auftreffpunkt. (3.2)

Um nun die maximale Flughdhe zu ermitteln, missen wir d&veyt an der Schei-
telstellexs der Parabel ermitteln. Aus Symmetriegrinden gilt= X¢/2 und die
maximale Flughohgs betragt:

_sina g >

Ys = cosa T 22 coga S (33)

Zahlenbeispiel: Der Abschusswinkel sei = 40 °, die Anfangsgeschwindigkeit
v = 50km/h. Die Fallbeschleunigung betragt auf der Egde 9,81 m/s?.
Zuerst muss die Geschwindigkeit in die richtigen Einheutergerechnet werden:

50k_m _ 50 1000m

m
h "3600s 13895

Einsetzen ergibt (Achtung: Winkel in Grad und nicht in Bogefs):
Xe~19,36m  ys~4,06m

Der Fussball fliegt 19,36 m weit und erreicht eine maximalghkbthe von 4,06 m .

Betrachten wir nun den Fall, dass der Abschusspunkt nidliteaa Boden, sondern
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in HoheH vom Boden entfernt ist. Dann ist die Hohe des Balles durch

sina g 5
.X_ 2 .X
cosa 2V2.coga

y(x) =H+ (3.4)

gegeben (vergleiche Gleichung 3.1).

Man erhalt die Flugweite, indey(x) = O gesetzt wird und die Gleichung naxh
aufgeldst wird. Es existieren zwei Losungen, die man lllwigsen der quadrati-
schen Gleichung erhalt:

2 . . 2gH
xlyzzvgcosor (smori sita+ 39 (3.5)

V2
von denen die positive die gesuchte Flugweiest.
FurH = 0 erhalt man wiederum das Ergebnis 3.2.
Der Scheitelpunkt der Parabel liegt B&5*2. Er ist unabhangig voHi:

V2
Xs = E -sina - cosa (3.6)

Einsetzen vorxs in Gleichung 3.4 ergibt die maximale Flughdhe (vom Bodes au
gemessen):

sina g 2

Ys=H+——X%s

cosa 8T 22 coda S (3.7)

3.2.1 Skalierung

Betrachten wir noch einmal den Wurf unter einem Winkelom Erdboden aus.
Die Bahngleichung ist nach 3.1 durch

sina g >
X) = X — - X
Yy cosa 2V2.coga

(3.8)

gegeben. Durch Skalierung kann man die festen Paragatetv eliminieren. Mit

X:%-x und Y:%-y

gilt

19
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und damit

1
Y(X):tana-X—Co§a-X2

Durch die Skalierung sind die dimensionsbehafteten GraRedy (mit der Einheit
Meter) dimensionslos geworden.

3.2.2 Die Einhillende

Schaut man sich die Graphen der Wurfbahnen zu verschied&irdeeln an, so
erkennt man, dass die Graphen eine Einhullende besitestrighelte Linie in Ab-
bildung 3.3).

0.25 ==

0.20 AN

0.15

Y(X)

0.10

0.05

I | I | I | I )
O'O%.O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Abbildung 3.3: Wurfparabel zu verschiedenen Winkeln une:d€&inhillende (gestrichelt).
Man erhalt die Funktionsvorschrift der Einhillenderdem man die Schnittpunkte
der Graphen zu den Winketnunda + Aa betrachtet :

Y(X,0)=Y(X;a+Aa)

also

Y(X;a+Aa)—Y(X,a)
Aa

=0

20
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FurAa gegen null ergibt sich

oY (X;a)

=0
da

Aus

1
Y(X,a) = tana - X — X2

cofa
ergibt sich
oy(X;a) 1 ., sina NG
do  coa cosa

Dieses wird null furX = 0 (uninteressant) und fur

SinOEg
COSOE

1-2

X=1-2tanog-X=0
also

1
tanog = o

Mit cos’ o = === ergibt sich durch Einsetzen in Gleichung|3.9

1 1
Ye(X)= == -X— <1+—) -xzzzl—x2

(3.9)

21
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3.3 Bakterienwachstum

22

Aus der Mikrobiologie ist bekannt, dass sich BakterienganiArten alle 20 Minu-
ten teilen. Wir nehmen an, dass sich dabei auch die Baktaoerasse alle 20 Mi-
nuten verdoppelt. Ein Bakterium hat in etwa einen Durcheregsn 05um.

Zielfrage: Wieviele Bakterien entstehen aus einer vorgegebenen Anzainer
vorgegebenen Zeit?

Anhand der uns zur Verfugung stehenden Information st&lie folgendes Wachs-
tumsmodell auf:

Bakterienzahl zur Zeit to = Omin X0
t1 = 20min X1=2-Xo
to =40min Xp0=2-X1=2-2-Xo
th=n-20mMmin X, =2-X_1=2----2-%=2"-Xp

Man erhalt das Wachstumsmodell des exponentiellen Waetssin expliziter Dar-
stellung

Xn = 2n X0,
oder in impliziter (rekursiver) Darstellung
Xn=2-Xn-1,

wobei jeweilsxg als Anfangswert vorgegeben wird.

Anmerkung fur Analytiker:

Beweis der expliziten Formel durch vollstandige Induktio
Induktionsanfangn =0 : xg = 20-xg

Induktionsschritn—1 — n:

Es geltex,_1 = 2"1.xp, dann ist

Xn=2%X1=2-2"1.xg=2"xg.
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Uberpriifung der Plausibilit &t des Modells

Wieviele Bakterien gibt es nach einem Tag und welches Voiunehmen sie ein ?

Ein Tag hat 243- 20 Minuten, enspricht also 72 Zeitschritten. Unter der Aima,
dass zu Anfang ein Bakterium existiert, hat man nach 72 &wiitsen

X72 — 272 — 1072'092% 1021.674 ~ 47 . 1021

Bakterien.

Nun, solch eine Zahl sagt uns anschaulich nicht mehr vidlaGen wir uns das Vo-
lumen an. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass diecBakt kugelformig
sind und trotzdem dicht an dicht (ohne Licken) gepackele@amit unterschatzen
wir das tatsachliche Volumen.

Das VolumerVg eines Bakteriums mit einem Durchmesser von
d =0.5um = 0.5- 10 %m betragt

4 3 4 3 1
Vg = —n(g) - §n<0.25- 10—6> P = 710 18

Das Gesamtvolumevi betragt also nach einem Tag

V =x72-Vg = 47-10%°. 4—18-11- 10 8mP ~ 3-10°m° .
Dieses Volumen entspricht einem Quader der Kantenlange 3émx 10m, also
in etwa einem grof3en Seminarraum.
Vielleicht ist die von uns angenommene Wachstumsrate z®.gro
Bisher ist die Zahl der Bakterien, die pro Zeitschritt hikaonmt, genausogrol3 wie
die Zahl bereits existierender Bakterien. Biederung der Zellzahl ist also zu jeder
Zeit die Zellzahl selbst:

Xn+1:2‘Xn:Xn+Xn:Xn+1'Xn

Die Wachstumsrate betragt 1.
Vielleicht missen wir diese Wachstumsrate verringerzeetvir anstelle von 1 nun
den Parametarein, so erhalten wir folgendes Modell:

Xni1 =Xn+T-Xn = (141) X reRT’

23
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Wir erhalten nun folgende explizite Darstellung:

Xni1 = (1471) Xn=(14r1)- (14+1) Xy 1=...= (14+1r)"1.xg
oder anders geschrieben
Xn = X0 (1—1— r>n =X eln(1+r)n _ Xo‘en-ln(1+r)

Es handelt sich hierbei um das Modell des exponentiellerh$fams. Fir jede po-
sitive Wachstumsratewachst die Zahl der Bakterien schliesslich Uiber alle Geen
Also wachst die Bakterienzahl auch dann Uber alle Grenzenn wir die Wachs-
tumsrate verringeren (Abbildung 3.4).

Exponentielles Wachstum
T

%% Wachstumsrate r=1,0 *
1x106 — +-+ Wachstumsrate r=0,8 -

S
[ +
c
2
g 5 *
<5x10° 7
m +
* 4
*  F
+
FENIPIRIPE 5 . & ST
5 100 15 20 25
Zeitschritte

Abbildung 3.4: Vergleich des exponentiellem Wachstumsdiéd Wachstumsrate= 1 (*)
undr = 0,8 (+).

Nun, irgendetwas ist also immer noch falsch. Wir haben bisime sehr grobe Ziel-
frage im Auge gehabt. Anfangs wurde nicht spezifiziert viéiche Zeitraume das
Modell Gultigkeit haben soll. Wenn wir die Zahl der Bak&srinach wenigen Stun-
den bestimmen, so scheint das Modell plausible Ergebniskeferen Jbung).

Wir miissen also entweder den Gultigkeitsbereich eirgsdten oder das Modell an
den gewiinschten Gultigkeitsbereich anpassen. Zuetfitsth die Frage, warum
der Gultigkeitsbereich eingeschrankt ist.

Bakterien brauchen zum Wachstum Nahrstoffe und i.a. StaférLasst man eine
Bakterienkultur in einer Petrischale auf Nahrlosunggsn, so wird die Nahrlosung
nach und nach verbraucht. Je dicker der Bakterienrasen @ésdo schlechter wer-
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den innen liegende Zellen mit Sauerstoff und Nahrstoffersergt. Es gibt also
eine Nahrstofflimitierung und eine Limitierung durch deur ¥erfigung stehen-
den Platz. Bakterien werden also mit abnehmendem Nahrstad Raumangebot
immer langsamer wachsen und sich dementsprechend auch setener teilen.

Wir missen die Wachstumsrate mit zunehmender Baktefiéabmehmen lassen,
also

Xnt+1 = Xn+ R(Xn) - Xn

wobeiR nun eine Funktion der Bakterienzahl ist, die monoton falleain soll, also
z.B.

X

R =1- 1500000

Fur sehr kleine Bakterienzahlen betr&nahezu 1, und wird immer kleiner, je
mehr sich die Zahl der Bakterien einer Million nahert.

Wir erhalten also das verbesserte Modell:

JR— —_— 7Xn .
Xn+1 =X+ (1 100000() %n

Um nun nicht immer 1000000 schreiben zu missen, setzenxli080000.
K heisst Kapazitat der Bakterienpopulation.

X
Xn+1 = Xn+ (1—%> “Xn

Dieses ist das Modell des logistischen Wachstums. Fim&lBakterienzahlen wachst
die Population nahezu ungebremst. Je grofRer die Populaird, desto langsamer
wachst sie (Abbildung 3.7).

Auch das logistische Wachstum kann man verallgemeinern:

xn+1:xn+r-<l—%>-xn reR" (3.10)

Ist die Zellzahl sehr klein gegenuiber der Maximalkapzh&tragt die Wachstums-
rate nun in etwa.

Die rechte Seite kann man nun als Funktion der Zellzaddhreiben. Sie gibt an,

25
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L S s s s s s s s s s s e
%% Exponentielles Wachstum *
1x1067 +-+ Logistisches Wachstum 4ottt
+
<
©
N
I '
o
= 5 *
X 59X N
< 5x10
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*
¥
sk tedekdevededere X 1
0 5 10 15 20 25
Zeitschritte

Abbildung 3.5: Vergleich zwischen exponentiellem Wachstind logistischem Wachstum.
Startwertxg = 1.

wie grol die Zellzahl im jeweils nachsten Zeitschritt ist:

r

F(X) = X+ - (1—5) X= LR (14r)x= (1400~ g

-X) - X
K K )

Die Zellzahl ist also als Funktion der Zellzahl im vorhenggeitschritt zu verste-
hen. Der Zeitschritt spielt nun keine Rolle mehr. In Abbild(B.6 ist der Graph der
Funktionf fur K = 1000000 und = 1 gegeben. Es handelt sich um eine nach unten

geoffnete, gestauchte und nach rechts verschobene Parabe
Es gilt:

« f(0)=0, d.h wenn keine Bakterien da sind, entstehen aurteke

* f(K)=K, wenn die Bakterienzahl gerade gleich der Maxinzgdkzitat ist, verandert
sie sich nichts mehr,

 fur 0 < x <K, gilt f(x) > x, die Zellzahl nimmt zu,
* furx> K, gilt f(X) < x, die Zellzahl nimmt ab.

Zeichnet man zusatzlich die Geragle x in den Graphen ein, so geben die Schnitt-
punkte des Graphen der Geraden mit dem Graphen der Funidradeydie Zell-

zahlen an, bei denen sich nichts mehr andert, &gb= x gilt. In unserem Beispiel
also, wenn

x+r-(1—%>-x:x oder r«(l—é)-x:o

gilt. Dies gilt fur x=0 und x=K.
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— g(x)=x
— f(x) = x + r*x(1-x/K)

r=1.0, K= 1 000000

Bakterienzahl in Millionen zur Zeit n+1
X

|
0 X1 2 X3 1 2

Bakterienzahl in Millionen zur Zeit n

Abbildung 3.6: Graphische Losung des Modells zum logists Wachstum.

Man kann das Modell auch graphisch simulieren. Dazu wahl ginen Anfangs-
wert fur die Zellzahlen und bestimmt die Zellzahlen degéaiden Schritte, wie in
Abbildung 3.6 dargestellt.

Vergrossert man die Wachstumsratpassieren merkwirdige Dinge. Das System
erreicht nicht mehr zwingend den Fixpunkt bei K sondern ilesz oder macht
sogar Chaos. Dies ist eine Folge des diskreten ZeitsciBafshdet sich das System
zur Zeitn— 1 unterhalb der Maximalkapazitat und ist die Wachstunesgaoss,
schiesst es mit dem nachsten Schrrifber die Maximalkapazitat hinaus. Im Schritt
n-+ 1 fallt es dann wieder untés.

2 T 2 T 2 T

] *-+r=2.1 ] *+r=2.7

1= B

Bakterien in Mio.

Bakterien in Mio.

Bakterien in Mio.
*

+
Il Il Il Il Il Il Il Il Il

UO 5 10 15 20 UO 5 10 0
Zeit Zeit

Abbildung 3.7: Logistisches Wachstum fur die Wachstuttesra= 1 (links),r = 1.2 (Mit-
te) undr = 2.7 (rechts). Startwenty = 0.1 Mio.

Um dieses Verhalten zu vermeiden, muss man den Zeitschrittemern, infiniti-
simal werden lassen.
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4  Modellierung mit Differentialgleichungen

Gehen wir noch einmal zuriick zu dem Bakterienmodell desmeaptiellen Wachs-
tums:

Xnt1=Xn+TIXn,

wobeixg als Anfangswert vorgegeben wird. Dieses Modell berechigeBekteri-
enzahl von Zeitschritt zu Zeitschrith ( n+ 1).

Betrachtet man nun die Bakterienzahl zu einer Zeit und wddm ZeitschritiAt, so
bleibt mit

X(t+At) = x(t) +r-x(t) - At

fur At = 1 alles beim alten. Nun stellen wir die Gleichung um und laggammer
kleiner werden. Der Differenzenquotient geht tiber in défeBentialquotienten
X(t+At)—X(t) - r. X(t)
dx(t
O = )
Man erhalt die Differentialgleichung (DGL) des exponei&én Wachstums:

d)c;—(tw:r-x(t) kurz X =r-x oder X=r-x, (4.1)
sie hat die Losung
x(t)=C-€t.

C ist eine freie Konstante, die durch den Anfangswert beatimird. Der Parameter
r heisst Wachstumsrate.

4.1 Die Wachstumsrate
Betrachten wir noch einmal den diskreten Fall

X1 = (1+ r) Xn=Xo- (1—1— r>n—|—1 =X e(n+1)-|n(1+r)

29
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Fur n=0 ergibt sich = xo- €"X+1). Im stetigen Fall giltx(1) = xo - €*. Um also
mit dem diskreten und dem stetigen Modell dasselbe Wachatuenreichen, muss
a =In(1+r) gesetzt werden.

X(t) = Xo- MO — yo dn(1H0)" _y (14 p)t

Will man ganz speziell nach einem Zeitschritt eine Verdappl(r=1) erreichen, so
gita=In2:

X(t) _ Xo.e(|n2)~t _ XO'elnzt _ X02t ,

Fur alle, die die Vorlesung zu Differentialgleichungehiti gehort haben, sei an
dieser Stelle der Anhang A empfohlen.

4.2 Aufstellen einer DGL am Beispiel auslaufender Gef  afe

4.2.1 Der auslaufende Zylinder

30

Ein Gefal? mit festem Querschniithabe ein kleines Loch am Boden. Anfangs sei
es bis zur Hohélp gefullt. Die zeitlich veranderliche Fullhdhe(t) ist die System-
variable, d.h. es ist die Funktidd(t) gesucht, die das System beschreibt. Diese
erhalt man, indem man dienderung der Hohe mit der Zeit beschreibt. Wenn Rei-
bung und Zahigkeit dominieren (das Loch ist klein), istAieslaufgeschwindigkeit
(Anderung des Fullvolumens pro Zeiteinheit) proportionain Druck am Loch,
und dieser ist proportional zur Hohe H. Die Proportio@aikonstante hangt von
Zahigkeit, Lochform und Lochgrof3e ab. Das sind Grof3esa,sith wahrend des
Auslaufprozesses nicht andern. Die Auslaufgeschwirgdigiat die Dimension Vo-
lumen/Zeit, man muss deshalb zur Herleitung der Diffesgkeichung furH den
Umweg iiber digdnderung des FullvolumeflV im Zeitintervall At gehen:

Es gilt, da die ZylinderflachE konstant isf\V = F - AH, also

k
AV =F-AH = —-k-H-At also AH:—E-H-At. (4.2)
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wobeik die Proportionalitatskonstante ist. Der Grenziuiberdeaigrt

. k
H=——"H

F (4.3)

Gleichung 4.3 hat dieselbe Form wie Gleichung 4.1. Sie tmadli€ Anfangsbedin-
gungH (0) = Hop die Losung

H(t) = Ho-exp(—%) ) (4.4)

Die Fullhohe des Zylinders nimmt also mit der Zeit expaiedhab.

Um den Wert vork zu bestimmen und um die Bedeutung \adpesser zu erkennen,
kann man im Gedanken experimentierélinerlegen wir zuerst, welche Einhéit
hat:V hat die Einheit Volumen pro Zeit, z.B. Kubikmeter pro Sekené hat die
Einheit Lange z.B. Meter, dann muss nach Gleichung 4.3 dearRetek die Ein-
heit Flache pro Zeit also z.B. Quadratmeter pro Sekundernab

Angenommen, ein Zylinder mit einem Radius v@r= 5cmsei anfangs bislg =
30cm mit Wasser gefullt, und wir beobachten, dass der Wassetstader Zeit

At = Imin um AH = —1cm gesunken ist. Dann kann manabschatzen. Das in
At ausgelaufene Volumel ist naherungsweise gleich dem Produkt aus Anfangs-
AuslaufgeschwindigkeiktHp und Zeitintervall :

AV =F -AH ~ —kHp - At

Damit gilt

o “OH-F  —(=Tcm)- (it (5cm)?) 78 54cn¥
~ Ho-At 30cm: 1min =~ 30min

~ 2,62cn?/min

4.2.2 Der auslaufende Trichter

Im Falle des Zylinders anderte sich die Flache der Waksefidche nicht. Anders
beim Trichter. Hier verandert sich die Fladhéh) in Abhangigkeit von der Fullhdohe
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H. Fur das Wasservolumen im Trichter bei der Fullhéhgilt
H
V(H) :/ F(h)dh
0

Nimmt man wieder an, dass die Auslaufoffnung sehr kleingstist die Auslauf-
geschwindigkeit proportional zum Druck, als proportionat FullhdheH. Es gilt

also wieder

AV = —k-H-At
also

V =—k-H-

Nach der Kettenregel gilt

dV(H(t) dV(H) dH

VE"a ~an a _"HH

Damit gilt

. H

H= _k—F(H) (4.5)

Geht man davon aus, dass der Radius des Trichters bei agerghicfien Fullhdhe
Ho den WertRy hat, so gilt fir die Fléclﬁe

() - )

(4.6)

1Der Trichter besitzt gerade Seiten, damit ist der Radiusdhéhgigkeit von der Filllhdhe durch eine
Geradengleichung gegeben, aR@1) = m-H +b. Da nunR(Hog) = Ho gilt und R(0) = 0, folgt

b=0unda= % (Steigung), als®R(H) = ,f% -H.
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Man erhalt als L'c)sur%g

H(t) = Ho.\/max<0,1—%) 4.7)

. 2
2Aus Gleichung 4.6 folgH - H = —A, mit A= k% Integration auf beiden Seiten fithrt zu

t .
/ H(s)-H(s) ds= —A-t
0
Partielle Integration der linken Seite fuhrt zu

H(s)-H(s)[o— H(s) ds= —A-t

t
H(s)-
| He
LY —
—At
H(t)2—HZ = —2A-t

H(t) = ,/Hg—zA-tzHo-\/l—%-t mit Fo=F(Ho)
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5 System mit einer Variablen

5.1 Das logistische Wachstum

In Abschnitt haben wird das das logistische Wachstum kegglemt. Im diskreten
Fall hatte das logistische Wachstum folgende Form

Y,
Yn+1:Yn+r-<1—Rn)~Yn.

Diese Gleichung geht nun in

de—it):r(l—%)-Y

uber.
Am Richtungsfeld kann man drei verschiedene Losungstgpleennen:

1. Losungen, die zwischen 0 und K bleiben und monoton wachse
2. Losungen, die sich monoton fallend K annaheren

3. Losungen, die sich von 0 nach unten entfernend gegestreben

Das logistische Wachstum weist fiir kleine Anfangswafteunachst ein exponen-
tielles Wachstum, denn in diesem Fall gilt
dy(t) Y r o
——Z—r-(1—-—)-Y=r-Y——-Y?~r.Y.
& = (1) ¢
Fur Startwerte in der Nahe vdf/2 ist das Wachstum zunachst linear.
Die sigmoiden Losungen @ Yo < K/2) der logistischen Differentialgleichung sind
punktsymmetrisch am Wendepunkti{ung !). Daher nahern sich Lésungen in der
Nahe vorK exponentiell dem Welk.
Die logistische Differentialgleichung kann man noch atiath losen, die beschrank-
ten Losungen lauten
v K er(tfm)
O=K i gmm —@<m<o
Dies ist eine Funktionenschar, der Scharparameter kaanesdllen Werte anneh-
men und hangt fur das Anfangswertprobl¥1®) = Yo vonYp ab.
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5.2 Station are Zust ande

Autonome System der Forivi = f(Y) haben gewdhnlich spezielle Lésungen der

Form
Y(t) =Y* = konstant

d.h. dass di\nderung von Y gleich null ist, als¥ = 0 Die Konstanter* erfiillt
also die Gleichung

f(Y*)=0.

Diese zeitlich unveranderlichen Losungen heisgationare Zustande, stationare
L dsungen Gleichgewichtszus&nde oder kurzFixpunkte.

Im Fall des logistischen Wachstums gibt es zwei statiodasande:
Y*=0undY* =K.

5.2.1 Stabilit at station arer Zust ande

36

Es gibt zwei Arten von stationaren Zustanden:

1. stabil: kleine Abweichungen wachsen nicht, genauer:

asymptotisch stabil kleine Abweichungen verschwinden

marginal stabil: kleine Abweichungen wachsen nicht

2. instabil: es gibt kleine Abweichungen, die wachsen

Fir das logistische Wachstum gilt, da§s= 0 instabil ist. Sobald man vom sta-
tionaren Zustand auch nur ein wenig abweicht, fangt disung an zu wachsen.
Y* = K ist stabil. Sobald man ein wenig vd abweicht, lauft das System
zuriick.

Mathematisch prazise :

Definition 5.2.1 Ein stationarer Zustand heisstabil, wenn es zu jedem> 0 ein
0> 0 gibt, so dass alle Losungen, die anfangs hochsterdswom stationaren Zu-
stand abweichen, fur alle spateren Zeiten hochstersvwom stationaren Zustand
abweichen.
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Diese Definition schliel3t digmarginal“ stabilen Falle ein. Einen stationaren Zu-
stand heisst auch danimstabil‘, wenn nicht alle kleinepStorungen* zu wachsen-
den Abweichungen fuhren. Es muss nur solche wachsendem@en geben.

Bestimmung der Stabilit &t eines station aren Zustands

Bei autonomen Systemen mit einer Zustandsvariablen kdnrefiéestgestellt wer-
den, ob ein stationarer Zustand stabil ist oder nicht. Matebdazu die Ableitung
der rechten Seite der Differentialgleichung nach der Adgaariablen im stati-
onaren Zustand:

df(Y*)
dy

y:

Es gilt:
y>0: Y*istinstabil
y<O0: Y*iststabil
y=0: weitere Analysen sind erforderlich

Man kann dies verstehen, wenn man die rechte Seite der éntiaigleichung
am stationaren Zustand linear approximiert (Taylorentwicklung bis zum ersten
Gliecﬁ und die Differentialgleichung fur digStorung“y = Y* —Y betrachtet:

df(v") | _df(Y"),

FY) =1+ =~ F(Y) +—5 dy

y=yy (5.1)

Nun gilt mitY =Y* +y aberY =y = f(Y). Man erhalt also fiir die Abweichung
vom stationaren Zustand' die Differentialgleichung

C df(y*
y=Y= f(Y)z#

Y=Yy
mit der Losung

y(t) =C-e"

Damit wachst dig Storung* fury > 0 exponentiell (instabil) und zerfallt exponen-

1

f(x0+h) ~ f(x0) + f'(x0)-h
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tiell fur y < O (stabil). Dieses Verfahren nennt man aytimearisierung am stati-
onaren Zustand"
Flr das logistische Wachstum

Y:f(Y):r(l—%) Y r>0
gilt

dfty) 2r

2R

FurY* =0 gilt: y=r > 0, der Zustand ist instabil
FurY* =K gilt: y=r —2r < 0, der Zustand ist stabil

5.3 Skalierung der logistischen Differentialgleichung

38

Wie schon im diskreten Fall kann man auch bei der logistisddidferentialglei-
chung zwei Parameter loswerden:
Setzey = [, dann gilt

o1 Y Y

y:RY:r-R~(1—R):r«y~(l—y)

Damit liegt der stabile stationare Zustand nunyjei= 1. Man kann dies so inter-
pretieren, dass die dimensionslose Zustandsgy@&n Anteil an der Maximalka-
pazitatk angibt. Jetzt spielt es keine Rolle mehr, wie gkolst.

Um auch nochr loszuwerden, muss man die Zeit skalieren. Fur gieue* Zeit
s=r -t gilt nach der Kettenregel

dy dy(s(t)) _ dy(s) ds(t)

dt  dt = ds dt

Mit % =r folgt

dy(s) 1 dy
—-. 22 _y.(1—
ds rodt y-(1=y)
Betragt die maximale Wachstumsrate z.B. 5 pro Minute, undtldie Zeitt in

Minuten, so lauft die neue Zeit nun in 5 Minuten Abschniiten dass die neue
maximale Wachstumrate gerade eins wird.
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5.4 Wachstums und Sterbeprozesse

Betrachtet man die Veranderung einer Population, so kamfiir die Populations-
grol3e ganz allgemein die Differentialgleichung

N = Wachstum- Sterben (5.2)

aufstellen. Im allgemeinen ist das Wachstum von der aldneéfopulationsgrof3e
abhangig, also

Wachstum=r-N (5.3)

Es findet kein Wachstum aus dem nichts statt.
Auch der Anteil der stirbt hangt von der aktuellen Popuolasgrosse ab

Sterben=pu-N (5.4)

Sindr undp Konstanten, kann man sie zu einer Nettowachstumsratssammen-
fassen

N =d-N (5.5)
Anders ausgedriickt, bedeutet es, dass

N

N= konstant (5.6)

gilt.
Im fall des logistischen Wachstums gilt:

N

N=R(N)-N RIN) =r-(1-3) (5.7)
also

N

5 =RN) (5.8)

Dieses ist das Wachstumsmodell nach Verhulst (1838) . Eddfiasich um ein
dichtereguliertes Wachstum. FR(N) > 0 nimmt die Population zu, flR(N) < 0
nimmt sie ab. Unter idealen Bedingungen betragt die Wachstater
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6 Systeme mit 2 Variablen

6.1 Rauber-Beute-Modelle

Beim Beispiel des Bakterienwachstums sind wir davon ausggen, dass die Ab-
nahme der Wachstumsrate von der Bakterienbiomasse skli#sigt. Je mehr Bak-
terien da sind, umso schlechter kann die Population waci¥es nennt man auch
intraspezifische Konkurrenz. Im folgenden wollen wir ilegen was passiert, wenn
eine andere Art die Poulation dezimiert und deren Biomassevan der ersten Art
abhangt. Solche Modelle werden auch Rauber-Beute-Nidehannt. Traditionell
spricht man von Hasen als Beute und Fuchsen als Rauberirktidhkeit fressen
Fuchse wohl keine Hasen und es ware sinniger, Luchsesalsd® zu nehmen, aber
das interssiert den Mathematiker nicht wirklich In dieseilmséhnitt soll alsodas
Zusammenspiel zwischen einer Beutepopulation, den Has®aeiner Rauberpopu-
lation, den Fichsen simuliert werden (Abbildung 6.1).reiemachen wir folgende
Annahmen.

wachsen Hasen fressen Fiichse sterben
—
(Beute) (Réauber)

Abbildung 6.1: Diagramm des Rauber-Beute-Systems. DédldPfieben den Biomassen-
fluss an.

1. Die Hasen wachsen in Abhangigkeit der Anzahl der akttoehandenen Hasen.
2. Die Fuchse fressen einen Teil der Hasen, umso mehr, jeldssden da sind.
3. Ein Teil der Fuchse stirbt

SeiB(t) (Beute) die Anzahl der Hasen uRkft) (Rauber) die Anzahl der Fuchse zur
Zeitt.

Zur Zeittg = 0 sei die Zahl der Hasd®y = 200, die Zahl der Flichdgy = 20.
Wir nehmen in Kauf, dass auch nicht-ganzzahlige Werte varken konnen. Wen

das stort, der kann als Einheit auch kg Hasen und kg Fluchk&ew.
Das Wachstum der Hasen wird wie in Abschhitt 5.1 durch

B=r-B
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beschrieben. Hierbei istdie Wachstumsrate der Hasen. Wir nehmen an, dass die
Wachstumsrate der Hasen= 0.01 pro Tag betragt. Das bedeutet, dass die Ha-
senpoulation jeden Tag um 1 % wachst, wenn keine Hasensgefieverden. Die
Abnahme der Rauber ist durch

R=-sR

beschrieben.Hierbei istdie Sterberate der Rauber. Wir nehmen an, dass die Ster-
berate der Fichse= 0.05 pro Tag betragt . Das bedeutet, dass die Fuchspopulation
jeden Tag um 5 % abnimmt, wenn nichts gefressen wird.

Nun missen wir noch bericksichtigen, wieviel ein Fuclsstr Klar ist, dass er
nichts zu fressen findet, wenn es keine Hasen gibt, und dassser mehr frisst, je
mehr Hasen da sind (er muss dann nicht so lange suchen). RiestMansrate der
Fuchsew wird also von der Hasenzahl abhangen, z.B.

w(B)=b-B

Setzen wir fur den Parameter= 0.0004, dann gilt bei 100 Hasen gerage- 0.04.
Stehen den Fuchsen 100 Hasen als Nahrung zur Verfugung,ikee Population
am Tag 4% wachsen (dies ist unrealistisch, aber es ist emesgiaches Modell).
Die Differentialgleichungen lauten nun:

B = r-B-—b-B-R (6.1)
R = b-B-R-s-R

Simuliert man nun die Hasen- und Fuchszahl (Abbildung &@&)fallt folgendes
auf: Beide Populationen oszillieren. Zuerst steigt dieldain Hasen. Dadurch steht
den Fuchsen mehr Nahrung zur Verfugung und ihre Zahltskeig darauf eben-
falls. Dies reduziert die Zahl der Hasen wieder und den Bélsteht wieder weni-
ger Nahrung zur Verfugung usw..

6.1.1 Station are Zust dnde

Ahnlich wie beim eindimensionalen Modell kann man die st@iren Zustande des
Modells bestimmen. Hierzu werden beide Gleichungen gleigh gesetzt. Man
erhalt ein Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit timbiekannten.
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— Hasen (Beute)
—— Fichse (Rauber)

200

150

Anzahl

100

50

o 1 1
0 500 1000 1500 2000

Zeitin Tagen

Abbildung 6.2: Losungskurven des Rauber-Beute Systems.

B = r-B-—b-B-R=0 (6.2)
R = b-B-R—s-R=0

Eine Losung (trivial) ist durcliB*,R*) = (0,0) gegeben. Eine weitere Losung ist

durch
r—b-R =20
b-B—s =0

bestimmt, sie lauteB*,R*) = (&,). Wenn das System genau diesen Zustand hat,
wird es sich nichts mehr andern. Die Frage ist, wie sicmid&torungen auswirken,
d.h. wie stabil dieser Zustand ist.

6.1.2 Richtungsfeld

Fr ein autonomes 2-dimensionales System kann man elseaifalRichtungsfeld
zeichnen. Man betrachet hierzu

o
Py

Q.

aiPy]

o
™
SR

43



6.1. Rauber-Beute-Modelle Mathematische Modellbildung SS2005

d.h. dieAnderung des Raubers nach der Beute . Im Falle des LotkavalModells
gilt

dR b-B-R-sR
dB r-B-b-B-R

1 ¢ M
2004 ¢ NN
3 | NN
R 150 1 ~
: N
. NN
100 N
: R
1 R
¢ Lo
[etlll||||||||||||||||||||||||||||||||||
8] 50 100 150 200 250 200 350

Abbildung 6.3: Richtungsfeld des Lotka-Volterra-Modatst Losungskurven zu verschie-
denen Anfangswerten.

Die R-B-Ebene nennt man auch Zustandsraum oder PhasenemuBystems, eine
Losungskurve auch Bahn oder Trajekt@rie

6.1.3 Stabilit at

44

Das Modell ist ein singulares Modell, da der nicht-trivgtdtionare Zustandes stabil
aber nicht asymptotisch stabil ist. Bei kleinen Verandgen findet dass Modell
nicht in den urspriinglichen Zustand zurick.

Anmerkung: Will man das Modell in Form eine Differenzenglaingsmodells in
der Schule verwenden, ist Vorsicht geboten. In diesem Wadlguch bei der Losung
mittels Euler-Verfahren) wird die Zahl der Hasen und Figcimsmer starker oszil-
lieren.

Wie man die Stabilitat nachweisen kann wird spater gezeig

IDiese Beezichnung ist etwas ungenau. Streng genommee iStajektorie eine Abbildung der Zeit
in den Zustandsraum, eine Losung des AnfangswertprolidgBahn ist das Bild, enthalt also die
Zeitinformation nicht mehr.
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6.1.4 Modellverbesserungen

Dieses Modell kann naturlich verbessert werden. Folgafabesserungen fallen
einem sofort ein:

» Die Hasen durfen nicht unbegrenzt wachsen, wenn keirmhigdida sind. Es
muss eine Maximalkapazitat wie in Abschnitt 5.1 geben.

* Die Fuche missen satt werden. Die Zunahme der Wachstitender Fiichse
darf nicht linear von der Zahl der Hasen abhangen.

* Nur ein Teil der Hasen kann als Nahrung verwertet werdet (irRe Knochen
werden ausgeschieden).

Maximalkapazit at

Verbessern wir das Modell nun dahingehend, dass wir einanvikapazitat fur
Hasen beriicksichtigen. In diesem Fall wird das WachstunHdsen durch Glei-
chung 3.10 beschrieben, und das vollstandige Modell faute

B = r-B-(l—E) —b-B-R (6.3)

R = b-B-R-s-R

Die Modellergebnisse sind in Abbildung 6.4 fiir= 250 undK = 500 dargestellt
(andere Parameter wie bisher). Die Oszillationen sind nenrrader weniger stark
gedampft. Die Zahl der Hasen und Fuichse strebt letztli¢lkanstante Werte zu.

— Hasen (Beute)

— Hasen (Beute)
—— Fuchse (Rauber)

—— Fichse (Rauber)
200

150

Anzahl
Anzahl

100

50

| | |
0 500 1000 1500 2000 00 500 1000

Zeit in Tagen

1500 2000
Zeit in Tagen

Abbildung 6.4: Losungskurven des Rauber-Beute Systeinsiner Maximalkapazitat fur
die Hasen (Beute) vo = 250 (links) undK = 500 (rechts).
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Abbildung 6.5: Richtungsfeld des verbesserten Lotkaevodi-Modells mit einer Maximal-
kapazitat fur die HaseK(= 250) mit Losungskurven zu verschiedenen Anfangswerten.

Sattigung
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Will man nun zusatzlich bertuicksichtigen, dass die Facbatt werden, so muss
man anstelle der monoton steigenden FresdraBeine Fressrate annehmen, die
durch einen maximalen Wert begrenzt ist. Diese maximaledfage gibt an wieviel
ein Fuchs pro Zeiteinheit maximal fressen kann. Dies ist woa der sogenann-
ten,handling time" abhangig, der Zeitspanne, die ein Fuchtbgt die Nahrung
aufzunehmen (den Hasen zu zerlegen). Ein weiterer FaktdieiStoffwechselge-
schwindigkeit, d.h. wie schnell Biomasse aus der Nahrufigedaut werden kann.
Die tatsachliche Fressrate soll vom Nahrungsangebaradgri. Hierbei kann man
davon ausgehen, dass die Rate anfangs mehr oder wenigerdimgeigt und sich
dann dem Maximalwert nahert.

Hierzu geeignet ist eine Monod-Funktion oder auch Michilenten-Kinetik:
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oder allgemeiner

B

WB) =Hgm

Die erste Gleichung geht flM — o in die alte Form Giber. In der zweiten Form ist
der Bruch dimensionslos urfélist die maximale Wachstumsrate in 1/Zeiteinheit.
Der Bruch geht fuB — o gegen 1.

Die Michaelis-Menten-Kinetik wird in vielen Modellen veemdet, z.B.

» Algenwachstum als Funktion der Nahrstoffkonzentra{idionod-Modell)
» Alkoholabbau als Funktion der Blutalkoholkonzentration
» Aktenbearbeitung als Funktion der Aktenmenge

Eigenschaften

* nimmt bei M die Halfte des Maximalwerts ad. heisst deshalb auch Halbsatti-
gungskonstante

* die Tangente im Ursprung schneidet den Grenzyési M

* die Annaherung an den Grenzwert ist sehr langsam

il ’;’ //

0 M 2m 3m am 5M

Abbildung 6.6: Graph der Monod-Funktion (Michaelis-Maméunktion) mit der
Halbsattigungskonstantévi und dem Grenzwell

Man erhalt hiermit folgendes allgemeinere Rauber-Bédoelell

. B MB

B — rB-(1-o)—bro . 4
' ( K) PEM (6-4)

R = nbMB R R

B+M
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6.1.5

48

Der Effizienz-Parametey gibt an, wieviel der aufgenommenen Nahrung tatsachlich
in Biomasse umgesetzt werden (Knochen werden ausgesploki$imulationer-
gebnis is in Abbildung 6.7 gegeben. Man sieht, dass das Bysteder gegebenen
Parameterkonstellation einen Grenzkreis erreicht.

— Hasen (Beute)
— Fuchse (Rauber) 60 —

|
0 5000 10000 % 100 200 300 400 500

Zeit in Tagen Beute

Abbildung 6.7: Simulationsergebnis fir das allgemeiriBEr-Beute-Modell nach 6.4 mit
den Parametern= 0.05, K = 250,M = 30, s= 0.05,n = 0.7, b = 0.003. Links ist das
Zeitdiagramm, rechts das Phasendiagramm dargestallari€i@ére Parmeterwerte kann sich
das System vollig anders verhalten.

Das das System nun sehr viele Parameter enthalt, ist exlkerf mit der skalierten
Form zu arbeiten (Herleitung siehe Skript von Ebenhoh).

Das skalierte allgemeine R auber-Beute-Modell

In der skalierten Form erhalt man folgende Gleichungen

. R
B — (1_¢B)-B B .
(1-28B) 1+ B (6.5)
B
R — ‘R _3R
61—|—KB 0

Das System hat nun die Parametek und 9, fur die angenommen wird, dass sie
alle groRer oder gleich null sind. Fée= 0 undk = 0 hat man wieder ein normales
Lotka-Volterra-Modell.

Das System hat 3 stationare Zustande

1. B*=0 undR* = O (trivial)
2. B = :—8L undR* = 0 (Beute ohne Rauber, bei> 0)

3. B* = L undR* = % (positiver stationarer Zustand)

1-x 1—k)
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Der positive stationare Zustand existiert im Zustandsrés, R > 0), wenn
K+e<l1

erfullt ist. FUrk + € = 1 fallt der Zustand (3) mit Zustand (2) zusammen.
Das Verhalten des Systems fér= 1, k = 0.5 und verschiedene ist in Abbil-
dung 6.9 dargestellt.

33 [ [ /NN NN NNNNNNNNNS 33 [/~ | /<
11z SO N NNNUN NN NN 117 1 7=
11— SNNNNN N NNNNNN 177 17~
254 | /4 =Z SN N AN NN NN 254 | [ 7 253 | /<«
R Ny AN N NNNNNNNNN R 117 R L/
I NN A NN N NN NN 11z |

2 N AN NN NNNNNN 21117 | /-

[/ AR A NN NSNS i// 7=
NER AN Y 112
15 R A NN NN 51117 5117 =
AR \ D A NN |z
77 1H )\\ NN~ !
' 2 NS ElR i
- / =
\ //}\\\\\\ R (/
0571 U\ 77 TN N~~~ 057 \ N\~ 057 L W/
l —] > Q\NN i N——— | —————————————— l \
L ) R——— = S ~
e s B AR RS e e s AR AR RS e
? 2 4 6 8 ? 2 4 6 8
B B B

Abbildung 6.8: Phasendiagramm fur das skalierte allgaen&&auber-Beute-Modell nach
6.11 mit den Parametet= 1, Kk = 0.5 unde = 0.15 (links), € = 0.3 (Mitte) unde = 0.6
(rechts) und den Startwert@a = 6 undRy = 1.

Furd =1,k = 0.5 hat das System die stationaren Zustande

€ 0.15 0.3 0.6
(Bi,Ry) | (0.0) | (0,0) | (0,0)
(B3, R%) | (6.6,0) | (3.3,0) | (1.6,0)
(B3,R3) | (2,1.4) | (2,0.8) | neg.

6.2 Verhalten 2-dimensionaler autonomer Systeme

6.2.1 Station are Zust ande

Wie bereits gezeigt, erhalt man im 2-dimensionalen Falsationaren Zustande
des (autonomen) Systems

= f(X,Y) (6.6)
= g(X,
in dem
f(x,y) = 0 (6.7)
gxy) = 0
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gesetzt wird, und die LosungéX*,Y*) dieses Gleichungssystems bestimmt wer-
den.

6.2.2 Geschlossene Bahnen

Im Gegensatz zu eindimensionalen Systemen kdnnen im mmengionalen Fall
geschlossene Losungsbahnen auftreten. Im Normalfatliésgeschlossene Bahn
das Bild einer periodischen Losung. Man nennt eine solehiegische Bahstabil,
wenn alle Bahnen, die in ihrer Nahe starten, zu dieser tliefa Man nennt solche
stabilen Bahnen audBrenzkreise. Periodische Bahnen kdnnen auch instabil sein.

6.2.3 Satz von Poincare
Bei autonomen Systemen mit zwei Zustandsvariablen lad# Bahn entweder
 auf einen stationaren Zustand zu, oder

* nahert sich einer geschlossenen Kurve an, oder

 lauft nach unendlich

6.2.4 Teilgleichgewichte

Wir betrachten das System aus Gleichung C.1. Zuerst wolleeimen Uberblick
uber das Losungsverhalten gewinnen. Hierzu betrachireitre Menge aller Punk-
te fur dieX = 0 bzw.Y = 0 gilt:

Teilgleichgewicht von X= {X = 0} = {(X,Y)|f(X,Y) = 0}

Das Teilgleichgewicht von X trennt die Bereiche des Zussaadms, in denen die
Bewegung nach rechts bzw. links erfolgt. Analog gilt

Teilgleichgewicht von Y= {Y = 0} = {(X,Y)| g(X,Y) = O}

Das Teilgleichgewicht von X trennt die Bereiche des Zussaadms, in denen die
Bewegung nach oben bzw. unten erfolgt.

Die Schnittpunkte der Teilgleichgewichte sind gerade thé@naren Zustande.
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Abbildung 6.9: Teilgleichgewichte fur das skalierte aligeine Rauber-Beute-Modell nach
mit den Parameted= 1, kK = 0.5 unde = 0.15 (links), € = 0.3 (Mitte) unde = 0.6
(rechts). Die senrechte Linie zeigt das TeiIgIeichgewi{iRt: 0}, die Parabel zeigt das
Teilgleichgewicht{B = 0}.

6.2.5 Stabilit &t station arer Zust ande

Die Stabilitat eines stationaren Zustands kann wie indiemensionalen Fall unter-
sucht werden. Man betrachtet hierzu das System als Vektor

X f(X,Y
X\ (TXY) (6.8)
Y g9(X,Y)
Analog zum eindimensionalen Fall entwickelt man die re®eée des Differen-
tialgleichungssystems am stationaren ZustgqdY*) nach Taylor bis zum ersten

Glied und erhalt so das linearisierte System (ist fur jestationaren Zustand unter-
schiedlich!!):

() )

Die Matrix J ist die Jacobi-Matrix:

AT (X", Y*)  9f (X*,Y?)

oX aY
J(X*Y*) = (6.10)
0g(X™,Y") 9g(X",Y")
oX aY

Das linearisierte System ist am stationaren ZustafidY™*) entwickelt und gibt die
Abweichung (Storung) von diesem an. Zu linearen AbbildamdEigenwerten etc.
siehe Anhang B.

Hat die MatrixJ zwei verschiedene Eigenwente undA», so kann man eine allge-
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meine Losung des linearen Systems C.4 angeben:
Z(t) :C1-eM -\71+C2-62\2t b

Hierbei istvi Eigenvektor zum Eigenwei; und Vo Eigenvektor zum Eigenwert
A2, C1 undGC; sind freie Konstanten.

Sind beide Eigenwerte reell so handelt es sich bei den Sucenaentweder um
exponentielles Wachstum oder exponentiellen Zerfalklsd einer der Eigenwerte
grolBer null, wachst die Storung, der Zustand ist inst&ind beide Eigenwerte
negativ, so verschwindet eine anfangliche Storung, destahd ist stabil.

Fur einen komplexen EigenweYt= a+ib gilt

M — glatb)t — gat. dbt _ A, (cosht + i sinbt)

Das System vollzieht also Schwingungen. Ist der Readtédleiner null, so ver-
schwindet die Storung, ist der Realtaigrof3er null, so explodieren Storungen. Bei
a = 0 bleiben Storungen erhaltebber die Stabiltat des Ursprungssystems kann
dann nicht entschieden werden.

Beziiglich der Stabilitat des Systems C.1 gilt der folge8Sdtz:

Satz 6.2.1 Stabilitat von stationaren Zustanden autonomer System

1. Der stationare Zustan*,Y*) von|C.1 ist asymptotisch stabil, falls ajle
Eigenwerte von 6.10 negative Realteile besitzen.

2. Der stationare Zustan&*,Y*) ist instabil, falls mindestens ein Eigenwegrt
von|6.10 einen positiven Realteil besitzt.

3. Sind alle Realteile aller Eigenwerte von 6.10 kleinerragleich null und
mindestens ein Realteil gleich null, so kann nicht UberStabiltat des sta
tionaren ZustandeX*,Y*) entschieden werden.

Die Eigenwerte der Jacobimatrix= J(X*,Y*) sind durch

2
Ao — spurJ i\/(spurJ) _ det]

2 4

gegeben. Fur die Stabilitat des Zustads, Y*) gilt:
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spur J det J Stabilitat
spurJ <0 | det] >0 stabil
spurd > 0 | beliebig instabil

beliebig | detJ <0 instabil

=

spurJ =0 | det) > 0 | keine Entscheidung moglic
spur <0 | det] =0 | keine Entscheidung moglic

=

6.2.6 Stabilit &t im Beispielsystem

Das skalierte allgemeine Rauber-Beute-System

R

B = (1-¢B)-B— ‘B 11
(1-2B) 1+ KB (6.11)
B
R = ‘R -8R
61—|—KB 0

hat die drei stationaren Zustande
1. (B*,R*) = (0,0) (trivial)

2. (B*,RY) (:—sL,O) (Beute ohne Rauber, bet> 0)

( 1 1—(K+¢)

3. (B*,R*) T_K’ (l—K)Z

) (positiver stationarer Zustand)

Der positive stationare Zustand existiert im Zustandsrés, R > 0), wenn
K+e<1

erfullt ist. FUrk + € = 1 fallt der Zustand (3) mit Zustand (2) zusammen.
Die Jacobi-Matrix des System ist durch

1-2eB——— - 5
(1+kB) 1+kB
J(B,R) = (6.12)
R B
O——— o -1
(1+kB) 1+kB
Stabilit at von (B3, R;) = (0,0)
Fur (Bj,R;) = (0,0) erhalt man
1 0
J(BL.R]) = (6.13)

0 -o
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Damit gilt det) < 0, der Zustand ist instabil.

Stabilit at von (B3, R5) = (%,O) (Beute ohne R auber)

Fur (B5,R5) = (£,0) erhalt man

1
-1 =
3(B3,RY) = . (6.14)
0 a<__1)
K+ €

Es gilt

detJ:6<1—i)
K+E€E

1.Fallk +¢€ < 1 (der dritte Zustand existiert):
det] < 0, der Zustand 2 ist instabil.

2. Fallk +€ > 1 (der dritte Zustand existiert nicht ):
1 . :
det) >0und spud =—-1+9d (K—H — 1) < 0, der Zustand 2 ist stabil.

3. Fallk +& =1 (der zweite und dritte Zustand fallen zusammen)Jde®© keine
Entscheidung uiber die Stabilitat des Zustands 2 moglich

1 1—(K—|—8))
1-x" (1-x)?

Der Zustand 3 existiert fik + € < 1. Fur die Jacobimatrix erhalt man

Stabilit at von (B3, R;) = (

J(B3,R;) = 1-k (6.15)

Es gilt
det)=9(1—(k+¢€))>0 (K+e<1)
und

1+K
spurd = —&—— +K
P 1—KjL
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Der Zustand 3 ist also stabil, wenn die Spur negativ ist, filso

14K
—8L+K<O
1-K
Dies gilt far
£> K = gt (K
> 11k krlt()
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6.3 Der Modell-Trinker (von W. Ebenh 6h)

56

Der Zeitnullpunkt sei abends, 21 Uhr. Ein Mensch (Versuehsgn) trinkt in zwei
Stunden eine Flasche Wein (Literflasche) und geht danadhfenhWir konstruie-
ren ein einfaches Modell des Trinkers mit zwei hintereireagdschalteten Teilsy-
stemen mit jeweils Zufluss und Abfluss:

Trinken Aufnahme X . Abbau
Magen/Darm Blut/Korperflussigkeit

Der Alkohol gelangt zunachst in den Magen-Darm-Trakt, dont wird er resor-
biert und im Blut und der gesamten Korperflussigkeit véirtBie Leber baut ihn
langsam ab. Das Modellsystem hat zwei Zustandsvariabieglieg Alkohol):

M Menge Alkohol im Magen-Darm-Trakt
B Menge Alkohol im Blut und in der Korperflussigkeit

Die Zeitentwicklung dieser Zustandsvariablen wird durdffddentialgleichungen
(den Modellgleichungen, top level) beschrieben:

M = Trinken - Aufnahme

= Aufnahme -Abbau

Die drei Prozesse werden einzeln diskutiert. Die drei $éllsaben die Einheiten
Gramm pro Stundegy(/h) .

Trinken:

Wein enthalt etwa 10% Alkohol, was 100 g Alkohol entspri¢tes gilt fur 10
Grammprozent, meistens ist jedoch auf den Flaschen Volproeent angegeben!!).
Die Versuchsperson nimmt also 100 g Alkohol in 2 Stunder-=(2h) auf und trinkt
danach nichts mehr. Der Prozess Trinken ist also zeitajpzaber in diesem Rah-
men nicht zustandsabhangig:

A O<t<T

Trinken()=A-(t<T) ::{ 0 toT
>
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Der Faktor(t < T) ist als logische Variable zu verstehen, ihr Wert ist 1, weien d
Bedingung erfullt ist und 0 sonst. Werden in 2 Stunden 10dkplol aufgenom-
men, so betragt die Aufnahmerate- 50g/h.

Aufnahme:

Der Alkohol geht relativ schnell in Blut und Korperfliskgjt ber. Nach einer hal-
ben Stunde sei die Halfte des Alkohols im Blut (Halbweriszg = 0.5h). Wir neh-
men an, dass die Resorption ein EinbahnstralienprozeB®arst. hangt der Fluss
von M nachB nur von der Meng® ab:

Aufnahme(M)=r-M

Die Aufnahmerate betragt danm = 12,

Abbau:

Der Abbau des Alkohols durch die Leber ist ein komplexer Bssz Wir machen
den Ansatz, dass die Abbaurate Gber eine Monod-Funktiardeo Alkohol- Kon-
zentration C (in%o) im Blut abhangt. Die Michaeliskonstante K ist niedrigsda
bedeutet, dass auch bei kleinen Konzentrationen die Leddegzu auf Volllast ar-
beitet.

C
Abbau(C)=p——
C=uz1k
Die Konzentratior© gewinnen wir aus der Mendgim Korper, indem wir sie durch
die Menge Korperflussigkeit teilen. Diese betragt in@®/3 des Korpergewichts
G (in kg).

Der Quotient

B
C=-——
2/3G

hat somit die Einheit g/kg=1/1000, was Promille entspricht

Es missen noch die Paramegimaximale Abbaurate ig/h) undK (Michaelis-
konstante in%.) geschatzt werden. Wenn es etwa 10 h dauert, bis die Vesuch
person wieder vollkommen niichtern ist, muss die Leber 10kghol pro Stunde
abbauen. Eine merkliche Verlangsamung dieser Rate stlbersehr niedrigen
Blutalkoholwerten eintreten, also wiklkaum tber QL% liegen. Wir nehmen also
an, dasgt= 10g/h, K = 0.1%0 undG = 70kg gilt.
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6.3. Der Modell-Trinker (von W. Ebenhoh)

Man erhalt also folgendes System:

M = A (t<T)—r-M
B
2
B — r-M—p B/sG
—+K
2/3GjL
T=2h Tu = 0.5h n=10g/h
G =70kg

K = 0.2%o = In2/y,
Die beiden Gleichungen sind in dem Sinne entkoppelt, dassrdie von beiden al-

lein geldst und das Ergebnis fur die Losung der zweitezidBLing verwendet wer-

den kann. Streng genommen handel es sich bei der erstemmatibe DGL, da der
erste Term einen Knick verursacht und somit die Differermaeeit an dieser Stelle
nicht gegeben ist. Die meisten Losungsverfahren versctenalies. Man kann das
System aber auch gleich als Differenzengleichungssystmardeln, muss dann

aber einen Zeitschritt von ca 0.1 h zugrunde legen.

2.0
— Blutalkoholkonzentration

80
/ — Alkoholmenge im Magen
! --- Alkoholmenge im Blut
/
60 —
! 15—
I
I
|
I
e I
£ / 2
g0 E1o0l
O] ! o
! o
q
i
1 \
I \
1 \\
20 B \ 05—
l”
! N
1 N
/ .
\ \ | [~ ] 0.0 | | l |
8 10 12 14 o 3 6 9 12 15
Stunden seit Trinkbeginn

Stunden seit Trinkbeginn

Abbildung 6.10: Zeitliche Entwicklung der Alkoholmengam Magen-Darm-Trakt und in
der Korperflussigkeit (links) und der Entwicklung des fibegehalts im Blut (rechts) nach

einer Zufuhr von 100 g Alkohol Uber einen Zeitraum von zweirdlen.
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7 Fraktale

7.1 Fraktale und fraktale Dimension

Betrachten wir folgende Vorschrift: Wir nehmen das Intédrf@ 1] und schneiden
im ersten Schritt das mittlere Drittel also das Inter\@l%[ heraus Ubrig bleiben
die Intervalle[0, %[ und[%, 1]. Mit diesen Intervallen Verfahren wir genauso. Aus je-
dem der beiden Intervalle wird jeweils wieder das mittlera&tBl herausgeschnitten
usw. (siehe Abbildung 7.1).

Abbildung 7.1: Die Cantor-Menge entsteht indem man in jettesrvall das mittlere Drittel
wegstreicht.

Die Frage ist, was ubrig bleibt, wenn man dieses Verfahremdlich oft anwendet.
Das Bild, das dabei entsteht nennt man auch Limesbild (vameki Grenzwert).
Obwohl jedes einzelne Objekt eine Strecke ist, besteht olasdbild aus isolierten
Punkten. Limesbilder konnen also ganz andere Eigensehiaftben als die Objekte,
die zu ihrer Entstehung fuhren:

Betrachten wir hierzu ein Quadrat der Kantenlange 1. Wine@en nun sukzessive
Quadrate heraus, so dass eine Treppe entsteht (Abbild@ndgBestimmt man die
Treppenlange (von der oberen linken zur unteren rechtke)so betragt die Lange
in jedem Schritt 2. Je ofter man das Verfahren wiederhattsa mehr nahert sich
die Treppe der Diagonalen (Limesbild). Die Diagonale haratie Lange/2.

Bk kb

Abbildung 7.2: Die Treppenlange betragt fur jeden StiiDie Diagonale als Limesbild
hat die Lange/2.

Betrachten wir noch einmal die Cantor-Menge. Jedes Infledass entsteht, sieht,

bis auf einen Skalierungsfaktor, aus wie das Original. GiatGr-Menge ist selbstahn-
lich.
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Definition 7.1.1 Eine Figur wird selbs&hnlich genannt, wenn Teile der Figur
kleine Kopien der ganzen Figur sind.

Ein weiters Beispiel fur eine selbstahnliche Figur is¢ #ioch’sche Kurve, auch
Schneeflockenkurve genannt. Sie entsteht aus einem géiges Dreieck, bei
dem man auf das mittlere Drittel jeder Seite ein weitereddRraufsetzt und die
Uberschissigen Linien wegstreicht (siehe 7.3).

ATIERES

Abbildung 7.3: Die Schneeflockenkurve entsteht indem aid [Beite eines gleichseitigen
Dreiecks in der Mitte ein gleichseitiges Dreieck mit einemitt@l der urspriinglichen Sei-
tenlange aufgesetzt wird.

Betrachet man eine Seite des Dreicks und setzt die erseng&eige gleich eins, so
verlangert sich die Seitenlange in jedem Schritt um eiitt@r Letzlich wird die
Seite und damit die gesamte Kurve unendlich lang.

Um dieses etwas besser zu verstehen betrachten wir zamtehiar uns vertauten
Objekte Strecke, Quadrat und Wiurfel.

Bei einer Strecke, die in drei gleiche Teile eingeteilt wixetragt die Lange jeder
einzelnen Strecke ein Drittel der Ursprungslange, Idgisc

Teilt man die Seiten eines Quadrats in drei gleiche Teileergstehen insgesamt 9
Quadrate, von denen jedes eine Fache hat, die einem Nelenteirsprungsflache
entspricht.

Teilt man die Kanten eines Wiurfels in drei gleiche Teile,estistehen insgesamt
27 Wurfel, von denen jeder ein Volumen hat, das einem Sighdzwanzigstel des
Ursprungsvolumen entspricht. Wir erhalten folgende Tabel
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Objekt Skalierungsfaktos | AnzahIN | Beziehung
3 3 3t=3
3 9 3?=9
3 27 33 =27

Man erhalt die Beziehung

logN
L — N, oderd = 9%
logs
wobeiD die Dimension des Objektes ist.
Fuhrt man dasselbe Verfahren fur die Cantor-Menge unddieneeflockenkurve

durch, so erhalt man:

Objekt Skalierungsfaktos | AnzahIN | Beziehung
i 3 2 F=2

3 4 F=4

Bestimmt man jeweils den unbekannten Exponemteso erhalt man fur die Can-
tormenge den Wer = :g%g = 0,631, fur die Schneeflockenkurxe= :g%g =1,262.
Nach obigerUberlegungen handelt es sich bei diesen Werten um die Dioredsr
Objekte. Man erhalt einen Dimensionbegriff, bei dem auchtrganzzahlige Werte
zugelassen sind, die fraktale Dimension:

Fraktale Dimension der Cantor-Mend2 = 0,631

Fraktale Dimension der Schneeflockenkurset, 262

Die bisherigerUberlegungen passen damit gut zusammen. Die Cantormezrge, d
Limesbild aus isolierten Punkten und nicht mehr aus Streblesteht, hat eine Di-
mension zwischen Punkt (D=0) und Strecke (D=1), die Schodefhkurve, deren
Lange unendlich ist, hat eine Dimension zwischen Strebkd J und Flache (D=2).
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Ein weiters bekanntes Fraktal ist das Sierpinski-Dr@eEls entsteht aus einem
gleichseitigen Dreick, aus dem man sukzessive Dreieckeran{Abbildung 7.4).

A L 4 4 4

Abbildung 7.4 Sierpinski-Dreieck.

Beim Sierpinski-Dreieck wird bei einer Verdopplung deelamen Ausdehnung (der-
Sietenlange), also einem Skalierungsfaktor von s=2, éandreifachung des Aus-
gangsbildes erreicht, also N=3. damit hat das Sierpinsk&idak die faktale Dimen-

sionD = :g%‘;’ ~ 1,585. Die Dimension liegt also zwischen der einer Strecke und

der einer Flache.

7.2 Das Chaos-Spiel

7.2.1 Cantor Menge

Man kann selbstahnliche Fraktale auch tber ein Chaos-8peichen. Es sei die
StreckeAB gegeben. Ein Floh hiipft auf dieser Strecke nach folgendg@R um-
her: Er startet in der Mitte (oder bé) und wirft eine Munze. Bei Kopf spring er in
Richtung A und zwar genaglder Entfernung bis A, Bei Zahl springt er in Richtung
B und zwar genaé der Entfernung bis B. Diese Regel wird beliebig oft wiedédtrho
Wahlt man A=0 und B=1, erhalt man folgendes Schema:

Kopf: Xneu= Xait — % - Xait 3 - Xalt
Zahl: Xneu= Xait + 5 - (1—Xait) = 5+ 5 - Xant

Stellt man diese Folge graphisch dar, so entsteht nach widdi@ Cantor-Menge.
Ein Programm hierzu ist in 7.6 angegeben.

Startet der Floh auf einem Punkt der Cantor-Menge, % B= % so ergibt sich fol-
gende Folge, fur die Munzwurfe KZK...

IWaclaw Sierpinski (1882-1969)
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2
X0=3
1.y _1.2_2
X1=3"X0=3"3=7
2,1, _2,12_20
X=3t3X=3+35=%
xg— 1.20 _ 20
3=3'27— 81

7.2.2 Sierpinski Dreick

Ein Archaologe hat ein dreieckiges Gebiet abgestecktem @r Dino-Knochen
vermutet. Da er keine Ahnung hat wo, fangt er an einem bigkgbOrt im Dreieck

an zu graben. Den nachsten Ort waht er aus, indem er zueesEeke auswahlt
und dann den Mittelpunkt zwischen dieser Ecke und seineretikh Position als
neuen Grabungsort bestimmt. Tragt man die Grabungsdite@eantsteht nach und
nach das Sierpinski-Dreieck. Ein Programm hierzu ist inahgegeben.

7.2.3 Der Farn

Zur Erzeugung des Farns wird ausgehend von einem Startpxikb) eine von

vier affinen Abbildung ausgewabhilt, die auf den Punkt loageén wird. In jedem
Schritt wird zufallig eine der vier Abbildungen ausgewabdm ein gleichmaliges
Bild zu erhalten, wird eine Abbildung umso haufiger ausajelty’je grofer ihr Bild

(ihre Determinante) ist, das sie erzeugt. Die Abbildungen:

Xneu \ [ 0,85 004 Xalt . 0
Yeu /] \ —0.04 085 Yalt 1,6
Xeu \ _( 0,2 —0,26 Xalt n 0
Yneu )\ 0,23 022 Yalt 1,6
Xneu \ [ —0,15 028 Xalt n 0
Yneu 0,26 024 Yalt 0,44
Xneu _ 0 0 ) Xalt i 0

Yneu 0 016 Yalt 0

Dieses Verfahren zur Erzeugung selbstahnlicher Abbdggéanmennt man iteriertes
Funktionensystem (IFS). Ein Programm hierzu ist in 7.6 gagen.
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7.3 Mehrfach-Verkleinerungs-Kopierer, MRCM
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Man kann selbstahnliche Fraktale auch mit einem gedadhétmfach-Verkleinerungs-
Kopierer (Multiple Reduction Copy Machine, MRCM) erzeug@&enken wir uns
einen Kopierer, der das Original verkleinert und es danmuakauf die Kopie
bringt, wobei die verkleinerten Bilder im Dreieck angecgtiwerden (Abbildung 7.5).
Nimmt man die enstandene Kopie als neue Vorlage und wieltatteses Verfah-
ren, so erscheint wieder das Sierpinski-Dreieck, unafpigadavon, was fur ein Bild
urspringlich auf dem Original war.

Abbildung 7.5: Entstehung des Sierpinski-Dreiecks mit delehrfach-Verkleinerungs-
Kopierer .

Stellt man sich nun einen Kopierer vor, der aus einem Quaadmder ersten Stufe
das Bild in Abbildung 7.6, links, erzeugt so entsteht beideiolter Anwendung
das Bild in Abbildung 7.6, rechts.

Abbildung 7.6: Entstehung des Farns. Die Vorschrift desi&@ps (links) und das Limes-
bild (rechts).
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7.4 Die Mandelbrot-Menge

Die Mandelbrot-Menge ist nach Benoit B. Mandelbrot424) benannt und wird
manchmal auch als Apfelmannchen bezeichnet. Sie ist @h@dnge der komple-
xen EbeneC. Die komplexe Ebene besteht aus komplexen Zahlehe sich aus
einem Realteib und einem Imaginarted zusammensetzen:

Zz=a+i-b mit i=v-1

Der Betrag einer komplexen Zahl betrégjt= /a2 + b?
Die Mandelbrot-Menge ist wie folgt definiert:

M = {ce C | (z,) bleibt beschranktz,,1 = Z+c,zp=c}

Praktisch kann man die Beschrankheit bestimmen, indemfimgeden Punkt der
Ebene nachschaut, ob die Werte der Iteration den Kreis unhnNutlem Radius 2
nach einer bestimmten Zeit verlassen.

Hierzu bestimmt man den Abstand der komplexen Zahl vom Wrspund tber-
pruft, ob dieser kleiner als zwei istz, — 0| < 2.

Nach einer bestimmten Zeit bedeutet hierbei, dass man aizabA an Iterations-
schritten vorgibt. Bleiben alle Werte der Iteration inrelhdes Kreises, so zaht
man den Ausgangspunkt zur Menge. Je grof3er man die Anzdtit,wiésto genau-
er kann man die Menge bestimmen.

Ein Bild der Mandelbrot-Menge istin Abbildung 7.7 gegebém Programm hierzu
findet sich in 7.6. Die hiibschen Farben, die man auf andeilderB haufig sieht
ergeben sich, wenn man die Punkte, fur die die Iterationtdieschrankt ist (weiss
in Abbildung 7.7), je nach Divergenzgeschwindigkeit uatdiedlich einfarbt.

Abbildung 7.7: Mandelbrot-Menge.
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Eng verwandt mit der Mandelbrot-Menge sind die Julia-Mendge Julia-Menge
ist nach Gaston M. Julia (1893-1978) benannt. Die Julia-gezu einem Punkt
ist eine Teilmenge der komplexen Ebene, die durch

Je = {ze C | (z,) bleibt beschranktz,,; = 2 +c¢,z) = z}

definiert ist.

Der Unterschied zur Mandelbrot-Menge besteht darin, das$enkt c vorge-
geben wird und fur jeden Punktder Ebene nachgeschaut wird, ob die Iterati-
onsfolge beschrankt bleibt. Man erhalt also fur jedesine Julia-Menge. Inter-
essanterweise sind die Julia-Mengen, deren c-Werte deddflarot-Menge an-
gehoren, zusammenhangende Mengen. Die Julia-Mengesn deWerte ausser-

halb der Mandelbrot-Menge liegen, bestehen aus isoli€tterkten. Unter diesem
Aspekt kann man die Mandelbrot-Menge als Inhaltsverzesctiar Julia-Mengen
auffassen.

Abbildung 7.8: Julia-Mengen zu den Punkten c=1,28 (linksP334 - 0,528 i (Mitte) und
c=-0,776 + 0,216 i (rechts).

7.5 Anwendungen

Auf den ersten Blick erscheinen Fraktale als ganz hubdoér, micht sonderlich
nutzlich. In den letzten Jahren hat es aber eine ganze Rerh@raktischen An-
wendungen gegeben:

 Die Kustenlange von England hat die Dimensior- 1,23.

* Misst man den Stoffwechsel (metabolische Rate) S von Lebewund tragt
diesen doppelt-logarithmisch Gber der Kérpermasse MAbbildung|7.9),

66



Mathematische Modellbildung SS2005 Kapitel 7 — Fraktale

so ergibt sich der lineare Zusammenhang3ega-logM + b mit einer Stei-
gung vona = 0.75. Daraus kann man die Dimension schliel3en, wenn man
annimmt, dass die Masse proportional zum Volumen ist undviddismen
proportional zur dritten Potenz der linearen Ausdehnuriggrgilt S ~ M2,
alsoS~ r32, Man erhalt die DimensioP ~ 3-0.75= 2, 25.
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Abbildung 7.9: Korrelation zwischen Korpergrof3e und abetischer Rate (Bild: University
of New Mexico, James Brown)

Korrelation zwischen Korpergrof3e und metabolischeeRBild: University
of New Mexico, James Brown)

* Die Dimension der Hirnhaut, d.h. der Hirnoberflachelst 2, 79.

» Die Verastelungen der Bronchien sind nahezu selbstihriEs ergibt sich
eine Dimension voD ~ 2,8. Bei der Dosierung von Medikamenten muss
dies beriicksichtigt werden
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7.6 Programme

7.6.1 Cantor-Floh

SmallBasic -Programm zur Erzeugung der Cantor-Menge:

"Initialisierung
random ze(1)
cls
" Skal i erungsfaktor fuer die Ausgabe
scal e=400
"Anzahl der Schritte
N=100
" St art punkt
x =213
for j =1to N
*Zufal | szahl erzeugen (1 oder 2)
p=i nt (2*rnd) +1
if p=1 then
x=x/ 3
el se
x=2/ 3+x/ 3
endi f
" Linie zeichnen
| ine 100+scal e* x, 100, 100+scal e* x, 200, color p
next j
end
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7.6.2 Sierpinski-Dreieck

SmallBasic -Programm zur Erzeugung der Sierpinski-Menge:

"Initialisierung

random ze(1)

cls

' Skal i erungsfaktor fuer die Ausgabe
scal e=4

" Anzahl der Schritte

N=10000

" Eckpunkt e

py(3) =87

' Start punkt

x =50

y =50

for j =1toN
"Zufal I szahl erzeugen (1,2 oder 3)
p=i nt (3*rnd) +1
x=(x+px(p))/2
y=(y+py(p))/2
pset 100+scal e* x,400 -scale*y color p
next j

end
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7.6.3 Farn

SmallBasic -Programm zur Erzeugung des Farns:

" FERN

cls

scal e=50

" Startwert
xalt =1
yalt =0

" Wahrscheinlichkeiten (Summe=1)
wl=0. 79
w2=0. 1
w3=0. 1
wi=0. 01

FORi =1 to 100000
q =rnd
|F g<wl THEN
X = .85*xalt + .04*yalt
y = -.04*xalt + .85*yalt + 1.6
ELSEI F g<wl+w2 THEN
X = .2*xalt - .26*yalt
y = .23*xalt + 22*yalt + 1.6
ELSEI F g<wl+w2+w3 THEN
X = -.15*xalt + .28*yalt
y = .26%xalt + 24*yalt + .44
ELSE
x=0
y=0. 16*yal t
ENDI F

pset 300+scal e*x, 600-scal e*y color 2
xal t =x
yal t =y

NEXT i

END
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7.6.4 Mandelbrot-Menge

SmallBasic -Programm zur Erzeugung der Mandelbrotmenge.

[teration c=c*c+c

' C=C_re +c_im

cls

scal e=200

m nx=-2

maxx=0. 5

mny=-1.2

maxy=1. 2

acc=50

fine=0.005

FOR c_imemny to maxy step fine

FOR c_re=mnx to maxx step fine
"lIterationsstartwert

ZX=C_re
zy=c_im
count =0

WHI LE (zx*zx+zy*zy<4) AND count <acc
t enpx=zx*zx-zy*zy+c_re
zy=2*zx*zy+c_im
ZXx=t enpx
count =count +1
VEEND
i f count>=acc THEN
PSET 500+scal e*c_re, 250- scale*c_im
endi f
NEXT
NEXT
END
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8 Mathematische Epidemiemodelle

Unter einer Epidemie (aus dem Griechischen jim Volk verbreitend) versteht
man ein stark gehauftes ortlich und zeitlich begrenztkdmmen einer Erkran-
kung, insbesondere von Infektionskrankheiten. Bei einesbkeitung Uber meherer
Lander und Kontinente spricht man von einer Pandemie.

Mathematische Epidemiemodelle beschreiben die DynamikAusbreitung von
Epidemien. Sie liefern ein Verstandnis der Auswirkungeankheitssepzifischer
Eigenschaften auf den Epidemieverlauf, wie z.B. die Aukwig der Lange der In-
kubationsszét

Historischer Uberblick

» Hippokrates 459 -ca. 370 v. Chr. Begriinder der wissenschatftlichen Medizin,
erste Aufzeichnungen von Krankheitsverlaufen

Louis Pasteur 1822-1893Begrunder der Mikrobiologie, Entwicklung derSchutz-
impfungen gegen Huhnercholera, Milzbrand und Tollwut

Robert Koch 1843 - 1910Entdecker des Tuberkullose-Bazillus

19. Jahrhundert: Aufzeichnung von Krankheitsverlaufen und Erklaturgysv
suche von Epidemien (Cholera, Typhus, Pocken)

» Ende des 19 Jahrhundert erste Modelle

Kermack & McKendrick (1927) : Klassisches Epidemiemodell (SIR), Schwel-
lenwertsatz der Epidemiologie

Wichtige Faktoren bei der Modellierung von Epidemien

Ubertragungswege

Zwischenwirte, Blutkontakt, Tropfcheninfektion
e Immunit at
durch Erkrankung, durch Impfung

Latenzzeit und Inkubationszeit
Krankheitsverlauf
Dauer, Letalitat, bei Kindern/Erwachsenen

IDie Inkubationszeit, ist die Zeitspanne zwischen der Itifek (Eindringen des Erregers in den
Kdrper) bis zum Auftreten der ersten Symptome (bei Masetd 8age). Die Inkubationszeit ist
zu unterscheiden von der Latenzzeit, Zeitspanne zwischamEihdringen des Erregers und dem
Beginn der Infektiositat.

73



8.1. Das klassische Epidemiemodell nach Kermack & McKendrick Mathematische Modellbildung SS2005

» Populationsstruktur
Dichte, Verteilung
* Reaktion auf Fallzahlen
SchulschlielBungen, Impfungen, Quaratane, Verhaltelesangen

Statistische Kenngbl3en von Epidemien

* Pravalenz
relative Pravalenz Anteil der Infizierten/Erkrankten an der Gesamtbevolke-
rung
absolute Pravalenz Anzahl der Infizierten/Erkrankten

* Inzidenz
relative Inzidenz: Anteil der Neuinfizierten/Neuerkrankten an der Gesamt-
bevolkerung in einem bestimmten Zeitraum
absolute Inzidenz Anzahl der Neuinfizierten/Neuerkrankten an der Gesamt-
bevolkerung in einem bestimmten Zeitraum
kumulative Inzidenz: Gesamtzahl der Neuinfizierten/Neuerkrankten bis zu
einem bestimmten Zeitpunkt

8.1 Das klassische Epidemiemodell nach Kermack & McKendric Kk
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Es wird eine Bevolkerung mit einer konstanten Grdl3eugrunde gelegt. In dieser
Bevolkerung seien alle Personen fir die modellierte Kegngleich anfallig. Die
Ubertragung der Krankheit findet durch den Kontakt einerieften Persoh(engl.
infectious) mit einer anfalligen Pers@i engl. suszeptible) statt. Eine Person, die
infiziert wurde, gesundet nach einer gewissen Zeit und wind anmune Perso-
nenR (engl. removal). Es wird hierbei nicht zwischen infiziertemd erkrankten
Personen unterschieden. Aus den englischen Bezeichnigitgnsich der Name
SIR-Modell ab:

S(t) Anzahl der anfalligen Personen zur Zeit t,
I (t) Anzahl der infizierten Personen zur Zeit t und
R(t) Anzahl der gesundeten Personen zur Zeit t

Man nimmt an, dass zu Beginn einer Epidemie eine sehr klem=A von Per-
sonen infiziert ist:1 (0) << N und die restlichen Personen anfallig siS§D) =
N —1(0), R(0) = 0.
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Wird eine Infektion durch den Kontakt eines Anfalligen reihem Infizierten her-
vorgerufen, so ist das Infektionsrisiko eines Anfalligenso grol3er, je mehr Infi-
zierte in der Bevolkerung sind. Die Ansteckungsrateird mit der Zahl der Infi-

zZierten steigen:

B=l

Hierbei istp ein Parameter, der die Infektiositat angibt. Geht man woerd?opula-
tion mit konstanter PopulationsgroRleaus, so betragt der Anteil der Infiziertﬁn
Betrachtet man eine anfallige Person, so hat diese inliied@es Zeitintervallk
Kontakte zu anderen Personen. Die Anzahl der Kontakte zientien betragt somit
k- IN Von diesen potentiell gefahrlichen Kontakten fuhrt eur Teil a zur Infekti-
on (Ansteckungswahrscheinlichkeit oder AnsteckundsrjsiDie Zahl der fatalen
Kontakte (also derer, die zur Infektion fuhren) betragng fur eine anfallige Per-
son im betrachteten Zeitintervall k - 'N Dies ist die InfektionsratB
I a-k

B=ak- o =Bl mit B=-" (8.1)

Die Konvertierung von infiziert zu immun hangt von der Gedwmgsratey und der
Anzahl der aktuell Infizierten ab. Man erhalt somit folgeadvodell:

S = -BIS
| = BIS—vyl (8.2)
R = vyl

Fuhrt man zusatzlich den Parameper % ein, so erhalt man das Modell

S = —BSI (8.3)
I = B(S—p)!
R = Bpl

(Fur eine konstante Bevolkerungsgrof3e gilt zu jeder E¢il + R= N. Das System
lasst sich also auf zwei Gleichungen reduzieren.)

Diesem System sieht man den Epidemieverlauf bereits arS Bip gilt | > 0, fur
S< pgiltI < 0. Dass bedeutet das die Epidemie ausbrechen kann, wennzidlA
der Anfalligen oberhalb des Schwellenweptfiegt. Anderenfalls ebbt sie ab. Das
Systemverhalten ist in Abbildung 8.1 dargestellt.
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40

30—

20—

Infizierte |

|
0 800
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Abbildung 8.1: Losungen im S-I-Phasenraum des klassiséimdemiemodells nach Ker-
mack & McKendrick firf3 = 0.005 undp = 800.

Satz 8.1.1 Schwellenwersatz der Epidemiologie
Fur das Epidemiemodell 8.3 gilt: Sei die Anzahl der Angh zu Beginn deg
EpidemieS(0) = p+ ¢ fur eine > 0 und die Anzahl der Infizierten sehr viel ki

ner als die Anzahl der Anfalligen(0) << S0), so werden schliesslich ca.e2
Personen erkranken.

=

\U
1

Beweis Es ist zu zeigen, dass nach Abklingen der Epidemie, wennRas® gilt,
R* ~ 2 ¢ gilt. AusR=yI folgt | = %R. Damit gilt

S B . 1.
= _PSr=--R
S Y

Integration auf beiden Seiten fuhrt zu

tg(x) B } t
%dx_—p/oR(x)dx

0

Mit R(0) = 0 gilt

S(t)
/ }dy: _}R(t)
S0 Y P

S(t) = 5(0) - #*0
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Diese Gleichung kann man nun in die dritte Gleichung eiresetmd erhalt
' _1
R(t) =yI(t)=y(N-R(t) - St)) =y (N—R(t) —Seeh R“))

eine Gleichung, in der nur noch die Zustandsvarigblerkommt. Diese Gleichung
ist zwar nicht explizit losbar, kann aber durch eine Tagidwicklung fur

1
f(R) = e » R an der Stell®R = 0 approximiert werden:

f(0+R) ~ f(0)+f’(O)-R-i—%f”(O)-Rz:1—%-R+2—F1)2-R2

Man erhalt somit

daN = S+ 1o gilt.

Fur die Anfangswert& = p+&mite << p undlg << € gilt

2~ PTe 1) rR_PTE ) _\r(E_PTE
" y(( P 1) BT RZ)_VR<p 2p2 R)

Es giltR= 0 fiur R* = 0 (vor Beginn der Epidemie) und

2
p pte
nach Abklingen der Epidemie. -

Bemerkung: Die Approximation fuhrt zu einer Unterschatzung der Epite.

8.1.1 Stabilit atsanalyse des SIR-Modells

Es reicht, das zweidimensionale Modell

S = —BSI (8.4)
I = B(S—p)l

zu untersuchen.
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Teilgleichgewichte

{S=0} = {(S!)|I =0 oderS=0}
{I=0} = {(SI)|l =00derS=p}

Station are Zust ande

Die stationaren Zustande des Modells sind alle Puffktd *) = (S 0), S> 0. Damit
besteht die gesamte S-Achse aus Fixpunkten.

Stabilit &t

Da die gesamte S-Achse aus Fixpunkten besteht, kann kemgsstische Stabi-
litat erwartet werden.
Die Linearisierung des Systems 8.4 ergibt die Jacobimatrix

-BI*  —-BS
J(S, 1) = (8.5)
BI* B(S—p)
Far (S, 1*) = (S,0) gilt spurd = B(S—p) und detl = 0, und man erhalt die Eigen-
werte
M = B(S-p)
Ao = 0

FurS> p gilt A1 > 0. In diesem Fall ist der Fixpunks, 0) instabil, die Epidemie
bricht aus.

8.1.2 Das SIS-Modell

Eine vereinfachte Version des SIR-Modells ist das SIS-MpHei dem angenom-
men wird, dass die Infizierte/Kranken Persoharach einer gewissen Zeit wieder
anfallig werden:

S = —BS+y:-l
| = BS—vyl (8.6)
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Unter der Annahme einer konstanten Bevolkerungsgrol3ié 8g=N fur alle Zei-
ten und das System kann auf eine Gleichung reduziert werden:

| = B(N—=1)—yl (8.7)
Nimmt man nun wiederum an, dass die Infektionsrate durch
B=a-k - —

gegeben ist und nimmt vereinfachend an, dass samtlichéaKienmit einer infi-
zierten Person fatal sind, also zur Infektion fuhren, alsol gilt, so erhalt man die
Gleichung

. k I
= (N =yl =k (L= ) =y =2 () (8.8)
Die stationaren Zustande sind dutg¢h= 0 undl* = N- (1— {) gegeben. Die Epide-

mie kann innerhalb der Bevolkerung endemisch persistjevenn der nichttriviale
stationare Zustand stabil ist. Es gilt

df(l) k
2 k_y_2—.
di Y=
und damit
df(1)
—y—k
ar Y

Der Zustand * ist also stabil fuly— k < 0 oder anders ausgedruckt I%Jb 1.

Basisreproduktionszahl und infekti  6se Periode

Der QuotientRy = 5 heisstBasisreproduktionszahl Die Basisreproduktionszahl
kann als die Anzahl der Neuinfektionen durch einen Infizierterstanden werden.
Diese Naherung gilt nur fur sehr wenig Infizierte in einahazu vollstandig anfalli-
gen Population.

Die Basisreproduktionszahl ist die durchschnittliche &mizpotentiell infektioser
Kontakte eines Infizierten wahrend der gesamten infektioPeriode oder anders
ausgedrickt, die Basisreproduktionszahl gibt die AngzignlSekundarfalle an, die
von einer infektiosen Person in einer vollig suszeptibBevolkerung ausgehen
konnten.
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Die mittlere Dauer deinfekti 6sen Periodeeines Infizierten kann wie folgt ab-
geschatzt werden: Ish die Anzahl der infizierten zur Zeit 0. Von diesen sind zur
Zeit t noch

Jt)=Jp-e ¥t

infiziert. Bis zum Zeitpunkt T ist von den anfangsinfizierten der Anteil

_H—J(™)

=1-e
Jo

F(T)
nicht mehr infiziert. F(T) ist also die Verteilungsfunktidar Zeit bis zur Genesung.
Die zugehorige Dichtefunktion lautet:

f(T)=F/(T)=y-e ¥

Die mittlere Dauer der infektiosen Periode E(T) (Erwagswert) betragt

E1':/)tftm:/ﬁt~ewdh>4ewm+/‘eWmZO——eW“:—
(T) 5 (t) 5 Y lo 5 y 0 y

Die mittlere Dauer der infektiosen Periode ist also gemdeleKehrwert der Gene-
sungsrate. Pro Zeitintervall infiziert eine infektiosedem alsdk weitere Personen
und dies geschieht im Mittéj Zeitintervalle. Damit ist die Basisreproduktionszahl
das Produkt aus der Kontaktzahl pro Zeiteinheit und dederéih Dauer der infek-
tiosen Periode (ausgedrickt in Zeiteinheiten).

Bestimmung der Basisreproduktionszahl aus der finalen Susz eptiblenzahl

Fir da klassische Epidemiemodell gilt

dil B-S-1—y-I Y
R - B R ININR
s~ .S tB.s

Daraus folgt durch Integration

uazz—s+%ms+c

Mit |1 (S) = lp erhalt man die Konstante

czm+&—%m&
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Nach Abklingen der Epidemid() bleibt die ZahlS, an Suszeptiblen brig, also
gilt I (S,) = 0:

|(so):—s,o+;—3’|nso+|o+so—[‘—3’|nso:o

mit lop+ S = N gilt

Y, So
~IN—+N-8 =0
B S

also
B_ Ing
Y So—N

Daraus folgt fur die Basisreproduktionszahl

BN InE

&
I
I
%
Lo

8.1.3 Epidemiologische Schlussfolgerung

Das endemische Gleichgewicht existiert, wenn die Kontliziiber dem Schwel-
lenwerty liegt, also die BasisreproduktionszdRy = \—"/ = BTN > 1 qgilt. Die Ende-
mie kann beendet werden, wenn die Basisreproduktionsmédr Ll gesenkt werden
kann. Dies kann durch

* Verringerung der Kontakte,
» Verkiirzung der infektiosen Periode (Kehrwert wrund
» Impfung

geschehen.

81



8.2. Masern Mathematische Modellbildung SS2005

8.2 Masern

Masern sind hochansteckende fieberhafte, exanthemawgciserkrankungen, die
nur beim Menschen vorkommen. Schwere Krankheitsverlautfé&omplikationen
in Form von Pneumonien, Mittelohrentziindungen, Brondéit sowie der lebens-
bedrohenden akuten postinfektiosen Enzephalitis (0,1l1é6 Brkrankungsfalle)
sind moglich. Daruiber hinaus kommt es bei etwa 1 pro 1@E8rankungen zum
Auftreten der sog. subakuten sklerosierenden Panenzepl{@SPE), die immer
zum Tod fuhrt. Masernerkrankungen konnen durch eine imgeffektiv verhindert
werden. Die Eliminierung der Masern bis zum Jahr 2010 iseéktartes Gesund-
heitsziel der WHO. Um dies zu erreichen, sollten 95 % derBerung durch Imp-
fung bereits im Kindesalter geschutzt sein (s. a. RKI, EBidl. 10/2004). Masern
sind weltweit verbreitet. Aufgrund der hohen Infektiasitieten Masern meist als
Kinderkrankheit auf und hinterlassen eine lebenslangeumtat. Masern werden
durch Tropfcheninfektion Ubertragen, also z.B. durchstdn, Niesen oder Spre-
chen. Die Inkubationszeit betragt zwischen ca. 9 und 1&idag/eltweit sind die
Masern mit jahrlich 31 Millionen Erkrankungen und 614.008desfallen (2002)
weiterhin eine Hauptursache fur Todesfalle im Kindesatiie durch Impfung ver-
meidbar waren (Quelle: RKI).

Epidemiologisch gesehen ist die Bevolkerungsdichte eesentlicher Parameter
fur den Verlauf der Epidemie (siehe Spektrum der Wisseafscth984. Insulare

Epidemien). Die Ansteckungsrate variiert im Laufe desdsjsie ist z.B wahrend
der Schulferien geringer.

Um die Auswirkung der Bevolkerungsdichte zu berticksgdm, muss im klassi-
schen Epidemiemodell die Ansteckungsiataodifiziert werden. Desweitern wird
eine Zu-und Abwanderung von Teilen der Bevolkerung besiobtigt.

Das Masern-Modell

Es wird angenommen, dass die Bevolkerungsgl®nstant ist. Es findet eine
Migration statt, wobei pro Tag- N gesunde Personen pro Quadratkilometer ein-
wandern und dieselbe Personenzahl das Gebiet verlagssauswanderenden Per-
sonen setzen sich anteilig aus Gesunden, infizierten undimamzusammen. Es
wird im Modell nicht zwischen infizierten und erkrankten g@ren unterschieden.
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Erkrankte Personen werden mit einer Gesundunggraienun.

S = wN-B-S—p-S
| = B-S—p-l—p-l
R = p-l—pR

Zustandsvariablen:

S: Dichte der Suszeptiblen in Einwohniemf
I: Dichte der Infizierten in Einwohne?
R: Dichte der Immunen in Einwohndur?

Parameter:

N: Bevolkerungsdichte in Einwohnérf?

W Zuwanderungsrate in in 1/Tag

B: Infektionsrate in 1/Tag

p: Gesundungssrate von infiziert nach immun in 1/Tag

Geht man im klassischen Epidemiemodell von einer konstalPtgulationsgrofie
N aus, so kann man die Infektionsr&entsprechend Gleichung 8.2 interpretieren:

I

B=a-k- N
Hierbei ista das Ansteckungsrisiko bei einem fatalen Kontakt kigie Anzahl der
Kontakte einer anfalligen Person in einem Zeitintervall.
Bei hoher Bevolkerungsdichte (z.B. in Grof3stadten) istZhhl der Kontakte pro
Zeiteinheit grol3er als bei niedriger Bevolkerungsdicts.B. auf dem Land). Da
Masern Uber Tropfcheninfektion ibetragen werden, kaan sich vor einer Infek-
tion nicht wirklich schiitzen, so dass die Infektionsragethoher Dichte zunehmen
wird.
Die Kontaktzahk soll also abhangig von der BevolkerungsdicNtsein. Istk die
Anzahl der Kontakte bei einer Bevolkerungsdichig so ist folgende Annahme
sinnvoll:
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Man kann nun UbeNy oderk die Kontaktzahl steuern. Angenommen die Kon-
taktzahlk betragt bei einer Bevolkerungsdichte vilp = 200 Personen pro Qua-
dratkilometerk = 5 Kontakte pro Tag, dann wird sie fur N=1000 Personen pro
Quadratkilometer das Funffache betragen.

Die Anzahl der Kontakt& bei der Bevolkerungsdichtég hangt von der Jahreszeit
ab. Wahrend der Sommermonate, wenn Schulferien sindgigtahl der Kontakte
geringer. Hierzu modifiziert mak so, dass es im Sommer niedriger als im Win-
ter ist. Dies kann durch eine Rechteckkurve oder auch dureh @osinuskurve
geschehen:

R(t) o« 1+c+ 1-c coczm
- 2 2 °365

Der Parametec € [0,1] gibt an, auf wieviel Prozent des urspriinglichen Wert

gesenkt wird.

8.2.1 Simulationsergebnis

Die Simulationsverlaufe in Abbildung 8.2 wurden mit fofgker Parametrisierung

berechnet:
N = 200,500,900 Bevolkerungsdichte in Einwohnienf
pn=0.001 Migrationsrate in 1/Tag
a=0.05 Ansteckungsrate in 1/Tag
p=0.1 Gesundungsrate in 1/Tag
K=5 Kontaktzahl bei der Bevolkerungsdictitg
Nk = 200 Referenzbevolkerungsdichte in Einwohked/
[(0)=1.0 anfangliche Infiziertendichte in Einwohnlemf
R(0)=0.8-N anfangliche Immunendichte in Einwohriar?

S(0) =N —R(0)—1(0) anfangliche Suszeptiblendichte in Einwohker

Das Model beschreibt ausschliesslich die Abhangigkeitlaigziertenzahlen von
der Kontaktzahl. In einem realistischeren Modell mussazigh der Impfstatus
der Bevolkerung berticksichtigt werden.
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Konstante Kontaktzahl

— 200 Einw. pro km®

L6 e 500 Einw. pro km*

i
S L === 900 Einw. pro km®
J— \
‘D
c 4
©
c
)
)
N2
£

0
0 5 10 15 20

Zeit in Jahren

Sinusformige Kontaktzahl (c=0.7)

Infiziertenanteil in %

Zeit in Jahren

Abbildung 8.2: Simulationsergebnisse fur die Masernemid mit konstanter Kontaktzahl
(oben) und sinusférmiger Kontaktzahl mit einem Minimum$ommer (c=0.7, unten).
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8.3 Das AIDS-Modell AiMo
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Bei der Krankeit AIDS (aquired immunodeficiency syndromaidielt es sich um
eine Virusinfektion mit dem Lentivirus HIV. Die Zielzelledes HIV-Virus sind
die T-Helferzellen des Immunsystems, die die Ablaufe demunantwort steuern.
Bricht AIDS aus, so ist die gesamte Immunantwort auf jedwiedeger gestort,
der Patient erkrankt auch an sonst harmlosen Erregernr(aogt opportunische
Infektionen). Leztlich fihrt der Zusammenbruch des Imsystems und die damit
verbundenen Erkrankungen inklusive Krebs zum Tod. AIDSisher nicht heil-
bar. Es gibt bisher auch keinen Impfstoff, da der Erreger samdlungsfahig ist.
Behandlungsmaoglichkeiten bestehen mit Kombinationsghien, die die Ausbrei-
tung von HIV im Korper verlangsamen. Die Krankheit wird scisliesslich durch
den Austausch von Korperflussigkeiten tibetragen. Rigfig$tenUbetragunswe-
ge sind ungeschutzter Geschlechtsverkehr und die Nutzum@minierter Spritzen
bei Drogenabhangigen. AIDS ist durch eine sehr lange undhla Inkubationszeit
gekennzeichnet.

Die epidemiologisch wichtigen Kennzeichen der HIV-Infektsind

* lange Inkubationszeit mit grof3er Varianz
* hohe Mortalitat

» hohe Krankheitspenetranz

« Ubertragung durch Blutkontakt

Aufgrund der langen Inkubationszeit ist eldbetragung des klassischen Epidemie-
modells nur eingeschrankt moglich, das dort zwischerzigrien und erkrankten
nicht unterschieden wird. Desweiteren geht das klassiStuell davon aus, dass
die Kontakte in der Bevolkerung, die zur Infektion fuhyéromogen verteilt sind.
Dies ist bei einer Infektion durch Blutkontakt sicher nictgr Fall. Insbesondere
kann sich jede Person aktiv vor einer Infektion schitzen.

Beim klassischen Epidemiemodell

S = -B-S
| = B-S—y-I
R = vyl

ist die Ansteckungsrat® nach Gleichung 8!2 durch

B=a-k-—
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gegeben, wobea das Infektionsriskiok die Anzahl der Kontakte pro Zeiteinheit
und'N der Anteil der Infizierten an der Gesamtbevolkerung détste

Bei AIDS muss nurR als die Anzahl der erkrankten Personen interpretiert werde
da es zu keiner Gesundung oder Immunitat kommt. Man kanginfachend da-
von ausgehen, dass Erkrankte keinerlei Kontakte pflegergzuti Infektion fuhren
konnen. Damit gilt bei AIDS
I
B=ak — 8.9
l+S (8.9)

Die Losungskurven fur dieses modifizierte Modell sind ibb#dung 8.3 gegeben.
Man sieht, dass letztlich die Bevolkerung ausstirbt, washnheutigem Kenntnis-
stand unrealistisch ist.

Abbildung 8.3: Die Modifikation des klassischen Modells ma&leichung 8.9 fiihrt zum
Aussterben der Population.

Die Ursache hierfur liegt darin, dass seitens der Bevalkg keine Reaktion auf die
bisherigen Fallzahlen stattfindet und dass keine Satjsgffekte auftreten, da die
Bevolkerung bezogen auf inr Kontaktverhalten als homa@ggenommen wird. Da
man sich vor einer Infektion aktiv schiitzen kann, wird heiehmender Kranken-
zahl die Bevolkerung reagieren. Dies kann auf verschiedegisen passieren. Es
kann einerseits die Zahl der Kontakte reduziert werden adein das Ansteckungs-
risiko bei einem Kontakt verringert werden. Zu letztereahlz die Verwendung von
Kondomen und Verwendung steriler Spritzen durch IV-Dragdrangige.

Um diesen Aspekten Rechnung zu tragen wird der Ansatz depgemagieren-
den Bevolkerung aufgegeben und die Reaktion der Bewitigeauf die Fallzahlen
berucksichtigt.

87



8.3. Das AIDS-Modell AiMo Mathematische Modellbildung SS2005

8.3.1 Die Bev Olkerungsstruktur

Im Modell werden die Personen einer fiktiven Bevolkerungdmhtet, die zwischen
ca. 15-65 Jahre alt sind. Diese Personen werden in n Gruppgeteilt, die durch
die mittlere Anzahl potentiell gefahrlicher Kontakte pfahr gekennzeichnet ist.
Hiebei wird angenommen, dass die Personen der i-ten Gruppg.( .n) im Mittel
2—1_ Kontakte pro Jahr haben. Somit hat die erste Gruppe keimafell gefahr-
lichen Kontakte.

Desweitern wird eine festgGeburtenrateund, Sterberate” angenommen. Es wird
angenommen, dass es sich bei géeburten“ um nichtinfizierte Personen handelt.
Die Bevolkerungsgrof3e beleibt so tiber die Zeit konstaertin man die Todesfalle
durch AIDS weitrhin als Krankheitsfalle zahlt).

Es wird angenommen, dass pro Zeiteinheit ein Teil der Berdhg das Verhal-
ten andert und in eine benachbarte Gruppandert* Dies Wanderung is so ange-
legt, dass ohne HIV-infizierte die Gruppengrof3en kondimben (Fliessgleichge-
wicht). Als Anfangsverteilung wird eine Binominalverta@ilg angenommen.

8.3.2 Die Neuinfektionen

Die Anzahl der Neuinfektionen hangt von der aktuellen NidiziertezahlS, In-
fiziertenzahll (ohne Erkrankte), der Kontaktzaklund dem Ansteckungsrisikia
ab.

Fur die Ansteckungsrat® in der i-ten Gruppe gilt:

n .
Yi=1li

B=a k=
! Sali+S

(8.10)

Der Bruch gibt die Anzahl aller fatalen Kontakte bezogendie@fAnzahl samtlicher
Kontakte an. Die Zahl der Neuinfiziertépeyi in der i-ten Gruppe ergibt sich aus
der Anzahl der Nichtinfizierten in der i-ten Gruppe und destatkungsrate:

Ineui = Bi-S (8.11)

8.3.3 Die Neuerkrankungen
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Aufgrund der langen Inkubationszeit bei AIDS kann nicht \@ner konstanten
Konvertierungsrate von infiziert nach krank ausgegangedeve Es kommt zu ei-
nem sogenannten transienten Effekt. Man kann davon ausge#ass die Inkubati-
onszeit in etwa Gauss-verteilt ist. Zu Beginn der Epidemkeamken daher zuerst
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die Personen mit unterdurchschnittlich langer Inkubatzeit. Erst im Laufe der
Zeit normalisiert sich die mittlere Inkubationszeit himz&rwartungswert der Ver-
teilung. Dadurch bedingt erkranken anfangs tUberdurchigbbh viele Personen.
Die folgende Abnahme der Erkrankungszahlen geht aber aighéin Abklingen

der Epidemie zuriick, sondern ist eine logische Folge @desienten Effekts (Ab-
bildung 8.4). Um diesem Verlauf seit Beginn der Epidemiesgbt zu werden, wird

Infiziertenzahl

Zeit

Abbildung 8.4: Qualitativer Verlauf der Infiziertenzahlgsthwarz). Aufgrund des transien-
ten Effekts wird die Epidemie anfangs Uberschatzt (gdwstit). Die tatsachliche Verringe-
rung der Neuerkrankungen wird falschlicherweise als Xigidn der Epidemie interpretiert
(gepunktet).

die Dauer der Infektion berticksichtigt. Igtdie Wahrscheinlichkeitsdicht fur die
Inkubationszeit, so erhalt man die Zahl der Neuerkrankini-ten GruppéRneyi
durch (muss fur das Modell noch diskretisiert werden):

Rneui(t) = /Ot Ineui (S) - v(t —s) ds (8.12)

8.3.4 Reaktion der Bev 6lkerung

Die Modellbevolkerung reagiert auf zwei verschiedenesékeiauf den Verlauf der
Epidemie:

1. Veranderung der Kontaktzahl
2. Veranderung der Ansteckungswahrscheinlichkeit

Im ersten Fall wird angenommen, dass bei zunehmendem Beseirsir die Ge-
fahr ein Teil der Bevolkerung die Anzahl ungeschutztentéte verringert. Es fin-
det eine,Wanderung“ in eine Gruppe mit geringerer Kontaktzahl stattzweiten
Fall wird angenommen, dass das Ansteckungsrisiko pro kom&ringert wird.
Die Reaktion erfolgt jeweils aufgrund der aktuellen Neuankungszahlen und
dem bisherigen Gesamtverlauf der Epidemie.

89



8.3. Das AIDS-Modell AiMo Mathematische Modellbildung SS2005

8.3.5 Simulationsergebnisse

Die Simulationsergebnisse Abbildung 8.5 zeigen, dass eiidksichtigung der
Reaktion auf die Fallzahlen zu wesentlich realistisch&wgebnissen fuhrt.

Neuerkrankungen Neuerkrankungen
4000 500

Simulation mit Reaktion L Simulation _
—— Simulation ohne Reaktion / #  Daten vom RKI (Berlin)

/| 400~

3000
- /| 300}
2000 — F

! 200{—

1000 1001

\ \ | ‘ \ ‘
0 1970 1980 1990 0 1970 1980 1990 2000

Abbildung 8.5: Modellergebnisse mit dem AIDS-Modell AiMBargestellt sind jeweils

die Zahl der Neuerkrankungen in den Jahren bis 1995 mitd&sithtigung der Reaktion

der Bevolkerung auf die Fallzahlen der vergangenen Jabeot§, solide) und ohne Reak-
tion der Bevolkerung (rechts, gestrichelt) fur eine 8l&erfungsgroRe, die der von Berlin
entspricht. Der Vergleich mit den Fallzahlen fur Berlinuglle:RKI) bis zum Jahr 2004
(rechts) zeigt eine gutébereinstimmung bis Ende der neunziger Jahre.

An den Simualtionsergebnissen ab Ende der neunziger Jadmrgrman, dass es
weitere Faktoren geben muss, die den Epidemieverlauf nbéiBlgdeeinflussen.
Aufgrund der langen Inkubationszeit muss die Ursache éireranderten Epide-
mieverlauf viele Jahre zurtickliegen. Betrachtet manisfieie Fallzahlen von Ber-
lin, so konnte der veranderte Epidemieverlauf mit dem &t&all zusammenhangen.
Demoskopische Daten zeigen, dass die Fallzahlen im Ostdieger Zeit vermut-
lich deutlich unter denen des Westens lagen. Dies lasstuten, dass AIDS in
den Ost-Medien weniger stark thematisiert wurde. Deswezitkdnnte es sein, dass
aufgrund der einschneidenden politischen Ereignisse @agiBtsein fur die Ge-
fahr einer HIV-Infektion in den Hintergrund getreten isinint man dies an und
geht davon aus, dass Anfang der neunziger Jahre sich dadi3Baiufur die Epi-
demie erst wieder neu aufbauen musste, so erhalt manatebédssere Ergebnisse
(Abbildung 8.6).

Man darf natiirlich nicht den Fehler machen, aufgrund dieereinstimmung von
Daten und Simulation zu schliessen, dass ein verandeegdigrungsbewul3tsein
tatsachlich die Ursache fur den veranderten Epidmiauérst. Das Ergebnis darf
man allerhdchstens als Hinweis werten, dass die Unteusptier demoskopischen
Daten auf Hinweise, die fur eine verandertes Verhalteadpen, sinnvoll ist.
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Neuerkrankungen

500

L Simulation

* Daten vom RKI (Berlin)
400—
300—
200—
100—
ol
1970 1980 1990 2000

Abbildung 8.6: Modellergebnisse mit dem AIDS-Modell AiMblodellergebnis fur die
Anzahl der Neuerkrankungen (schwarz) in Berlin unter denafime, dass zur Zeit des
Mauerfalls das Bewultsein fur die Gefahr eine HIV-Infektherabgesetzt ist, verglichen
mit den Fallzahlen fur Berlin (rot, Quelle:RKI).
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9 Zellul are Automaten

Bei der Beschreibung von Prozessen in der Natur spielt mehtie Veranderung
der Zustandsgrof3en im Laufe der Zeit eine Rolle. Haufigme man zusatzlich
auch Informationen tber die raumliche Verteilung hal&ellt man sich eine Ra-
senflache vor, und mochte man die Grasmenge auf dieselnd-taodellieren, so
kann man naturlich ein Modell entwickeln, dass die Gragyeesuf dieser Flache
im Laufe der Jahreszeiten beschreibt. Dann hat man abegrkaiinformationen
daruiber, ob auf dieser Rasenflache an einigen Stellemér&tellen oder dicke
Grasbiischel existieren. Hierzu benotigt man ein Models die Grasflache raum-
lich beschreibt. Hierzu kann man die Rasenflache zum BaispQuadrate eintei-
len. Man kann nun Wachstumsregeln aufstellen, die das @Gdsstum beschreiben.
Ist z.B. ein Quadrat von braunen Stellen umgeben, d.h.,al#ssen Nachbarqua-
draten sehr wenig Gras ist, so wird das Gras auch in der Mitiesht wachsen, da
der Schutz vor Wind fehlt. Sind um ein Quadrat dicke Grasbhék so werden die
Nahrstoffe knapp und auch dann kann das Gras schlecht aachs

9.0.6 Conway'’s Life

Ein erstes solches Modell, genannt LIFE, wurde von Conwayaimre 1970 zur
Beschreibung einer fiktiven Bevolkerung beschriebeneseguadrat, auch Zelle
genannt, kann hierbei zwei Zustande annehmen, tot (0)ledendig (1). Conway
hat nun folgende Regeln aufgestellt:

1. Eine Zelle wird geboren, wenn sie drei lebende Nachbatrn ha
2. Eine Zelle bleibt am Leben, wenn sie zwei oder drei lebévaehbarn hat.

3. Eine Zelle stirbt sie an Vereinsamung otiirerbevolkerung, wenn sie weni-
ger als zwei oder mehr als drei lebende Nachbarn hat.

4. Nachbarn sind die 8 Zellen um eine Zelle herum.

Mit diesen Regeln ergeben sich interessante ErgebnissgibEKonstellationen,
die sich uiber die Zeit nicht andern, andere die Zyklen llacten, welche die sich
Uber das Feld bewegen (Gleiter) und solche, die in gewigdetanden Gleiter
aussenden.
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Abbildung 9.1: Gleiter in Life

i

£ £

Abbildung 9.2: Zyklus in Life

9.0.7 Charakteristika von zellu aren Automaten

Allgemein kann man die Charakteristika von zelluaren Anaten wie folgt be-
schreiben:

Entwicklung in Raum und Zeit
diskrete Anzahl an Zellen

endliche Anzahl an Zustanden fur jede Zelle (kann mawaighen)

Anderung der Zustande in diskreten Zeitschritten

Zustand hangt von den Nachbarzellen (und evtl. der Zelless) ab

alle Zellen Verhalten sich nach den gleichen Regeln

Nachbarschaftsbeziehungen

Der Zustand einer Zelle hangt von den Zustanden seinehliamn ab. Man kann
verschiedene Nachbarschaftsbeziehungen betracheten.

* 4 Nachbarn (oben,unten, rechts und links)

» 8 Nachbarn (alle direkt angrenzenden Zellen)

* die Zelle selbst kann zu den Nachbarn gezaht werden
* entferntere Zellen werden hinzugenommen

Randbedingungen
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Man kann die Rander offen lassen, so dass die Randzell&ackiweniger Nach-
barn haben. In diesem Fall wird der Zustand der Randzelleagh Automat anders
ausfallen als der der Zellen in der Mitte. Will man dies veiaiea schliesst man das
Feld zu einem Torus. Dann haben alle Zellen gleich viele Raah
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9.0.8 Zirkul arer Raum

Der zirkulare Raum ist ein beriihmtes Beispiel fur Sellgsinisation. Nach einer
geringen Anzahl von Schritten bilden sich Strukturen herau

» Es gibt N mogliche Zustande

» Der Zustand der Zelle wird um Eins erhoht, wenn mindesem®Nachbar den
Zustand der Zelle plus Eins hat.

» Jede Zelle hat 4 Nachbarn (links, rechts, oben und unten)

» Der Zustand 0 wird mit dem Zustand N gleichgesetzt

Abbildung 9.3: Selbstorganisation im zirkularen Raum N¥t6 Zustanden. Zwischen den
Bildern liegen jeweils 6 Generationen

9.0.9 Erweiterungen

Man kann neben diskreten Zustanden auch kontinuierlicegaNur die einzelnen
Zellen zulassen. Damit lassen sich Prozesse wie DiffusiohAdvektion (von lat.
advehi = heranbewegen; bezeichnet allgemein das Henamfidon Dingen) dar-
stellen. Advektion kann man als Stromung auffassen. Biifia bezeichnet einen
Durchmischungsprozess.

Die Transportprozesse konnen mit Differentialgleichemgekoppelt werden (siehe
Borkenkaferbeispiel aus der Vorlesung). Man kann so &ysten partiellen Diffe-
rentialgleichungen approximieren.
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SmallBasic -Programm fiir Conway’s Life

" Anzahl der Zellen in einer Zeile
nmax=30
"Anzahl der Schritte
tmax = 100
RANDOM ZE( 1)
"Initialisierung der Felder
DM Iife(1 TO nmax,1 TO nmax)
DI M save(1 TO nmax, 1 TO nmax)
" Skal i erungsfaktor fuer die Ausgabe
scal e=10
" Zuf ael I i ger Anfangszustand
FOR i =1 TO nmax
FOR j =1 TO nmax
life(i,j)=int(2*RND)
NEXT |
NEXT i
" Zeitschleife
FOR t=1 TO t max
CLS
FOR i =1 TO nmax
FOR j=1 TO nmax
' Ausgabe der | ebenden Zellen
IF life(i,j)=1 THEN C RCLE 100+scal e*i, 500 -scale*j , scale/2 FILLED

' Unspei chern
save(i,j)=life(i,j)
life(i,j)=0

NEXT |

NEXT i

FOR i =1 TO nmax
FOR j=1 TO nnmax
"Besti mmung der Nachbari ndi zes
k=1i-1
l=j-1
me i+l
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n=j+1
' Setzen der Randindi zes
| F i=1 THEN k=nmax
I F i=nmax THEN n¥l
| F j=1 THEN | =nmax
I F j=nmax THEN n=1
Besti nmung der Nachbarn von i,j
nachbarn= save(k,|)+save(i,|)+save(ml)+save(k,|)
nachbar n=nachbar n+save(mj ) +save(k, n) +save(i, n)+save(mn)
"Eine Zelle wird bei 3 Nachbarn geboren
"und ueberlebt bei 2 oder 3 Nachbarn
| F nachbarn=3 THEN life(i,j)=1
| F nachbarn=2 THEN life(i,j)=save(i,j)
NEXT |
NEXT i
NEXT t
END
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A Differentialgleichungen

Ersetzt nicht die Vorlesung zu Differentialgleichungen !!

In einer Differentialgleichung (DGL) wird eine (unbekaapt-unktion mit ihren
Ableitungen verknupft, z.B.

=y(X) (A.1)

Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Eine Gleichung der Form

dy(x)
dx

= f(xy(x) (A-2)

heisst gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung.

1.0rdnung: es tauchen keine hoheren Ableitungen nach x auf

gewdhnlich: es gibt nur die Ableitung nach der unabhangigen Variablen x

Modellierungstechnisch gesprochen:
Die DGL ist eine Vorschrift, die didnderung einer Zustandsvariablen y beziiglich
x angibt.

Eine Funktion, die die DGL erfullt, heisst Losung der DGL.

Eine DGL zu losen bedeutet, Funktionen y zu finden, die desdfoift
d ,

% = f(x,y(x)) geniigen.

Ist die unabhangige Variable die Zeit, schreibt man alest@in x gerne t:

—dBd/(tt) — f(t,y(t)) oder kirzer %: f(t,y) oderauch y=f(t,y) (A.3)

Eine DGL heisst autonom, wenn f nicht explizit von der ureatdigen Variable x
(bzw. t) abhangt:

dy
ax f(y) (A.4)
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z.B.

dy
o=y (A.5)

sonst heisst sie nicht-autonom, z.B.

dy

ax —X-y (A.6)

Was kann man einer DGL ansehen?

Beispiel:y = a -y Die Steigung (Ableitung) der Funktiopan der Stelld ist pro-
portional zum Funktionswert an der Stelle

Um dies zu visualisieren betrachtet man eig-Koordinatensystem. Zu beliebig
vielen Paarer{t,y)-Paaren zeichnet man nun die Steigung an diesem Punkt ein,
indem man arn(t,y) ein Linienelement mit der Steigung = f(t,y) einzeichnet
(siehe Abbildung A.1). Ohne die Losungen der DGL zu kenmegiss man, dass
eine Losung, die durch einen Purikty) geht, das Linienlement als Tagente haben
muss. Zeichnet man viele Linielemente, so kann man am Rigsfeld den Verlauf

der Losungensehen®.

Abbildung A.1: Richtungsfeld vog =y . Das Richtungsfeld igttranslationsinvariant, da
die DGL autonom ist.

Frage: Wie sieht eine Funktion aus, die in dieses Richtungsfeldtfas

Beobachtung:Es gibt viele Funktionen, digpassen®”.

Die Losungen stimmen entweder Uberein oder beruhrénmsatt.

Zu jedem Anfangswerf(tg) = yo gibt es genau eine Losung.

Frage: Ist das bei allen DGLn so ?

Nein, aber unter gewissen Voraussetzungen, ja! Weitdhindf der Satz von Picard-
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Lindelof (siehe Heuser: Differentialgleichungen ): f muspschitzbedingung fur y
erfullen

Anfangswertproblem (AWP):
Gesucht ist eine Funktiony, dﬂ%@ = f(t,y(t)), y(to) = Yo genugt.

Das AWP zu losen bedeutet, eine Losung der DGL zu findervatigto, yo) aus-
gehend in ihrem gesamten Verlauf auf das Richtungsfeddst”.

Analytische Losung des AWPy =a -y, y(to) = Yo
Separation der Variablen:

Z=qQ
y

Integration beider Seiten:

t t
@ ds:/ oads
to y to

Substitution auf der linken Seite= y(s):

y(t) 1
/ -ds = a(t—tp)
y

(to) X
Xy, = alt—to)
Inly(t)| —Inly(to)] = a(t—to)
yit), _ 3
In\m\ = a(t—to)
ﬂ —  gu(t—to)
|y(to) ¢ >0,

also giIt|%e*°‘(t*t0)| =1.

Da der Betrag eine stetige Abbildung ist und der Ausdruckein Betragsstrichen
nur -1 oder 1 sein kann, muss fiito) > 0 auchy(t) > 0 f.a t gelten.

Damit ist

) = ylto)e" )
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die Losung des Anfansgwertproblems.

Die allgemeine Losung der DGL lautet
y(t) =C &,

wobei C eine freie Konstante ist. C ergibt sich fur eine sgkzl 6sung aus dem
Anfansgwert. Man kann zeigen, dass alle Losungen der D&sedrorm besitzen.
Eine Losung einer DGL mit einer freien Konstanten heiskjemheine Losung,
wenn sich jede Losung der DGL in dieser Form schreibert.lass

Beispiel fur eine DGL, deren Anfangswertproblem keine ein deutige L dsung hat
y=3yy*=3y", y(0)=0
y1(t) =0 ist Losung

2
yo(t) = t3 ist Losung, denmy,(t) = 3t2 und 3 (\3/t—3> = 32

Lineare Differentialgleichungen
y+a(t)y = 0 heisst homogene, lineare DGL (iny)
y+a(t)y = b(t) heisstinhomogene, lineare DGL (in y)

Bemerkung: Die inhomogene Gleichung ist streng genommen affin.
Den Term b(t) nennt man auch Storung.

Beispiele:
y =ay istlinear
y = ay? ist nicht linear

Grundprinzipien bei linearen Differentialgleichungen

1. Uberlagerungsprinzip (Superpositionsprinzip) bei hoeren linearen DGL:
Sindys, y2 Losungen der homogenen DGL, so ist auch
y3 =ay1+Byz2,a,B € R Losung.

102



Mathematische Modellbildung SS2005 Anhang A — Differentialgleichungen

Die Losungsmenge ist ein Vektorraum !!

2. Isty Losung derinhomogenen DGL und z eine beliebigaibggder zugehodrigen
homogenen DGL, dann ist y+z Losung der inhomogenen DGL.

3. Sind y und w Losungen der inhomogenen DGL, dann ist y-wung der zu-
gehorigen homogenen DGL.

A.1 Numerisches L 6sen von Differentialgleichungen

Die wenigsten Differentialgleichung, die man in der Moagling aufstellt, lassen
sich analytisch l6sen. Man Iost die Gleichungen daherarigoh. Dies bedeutet, das
man die Losung Stuck fur Stick bestimmt. Gegeben sefdéangswertproblem:

y =f(t,y(t)), Yy(to)=Yo

Euler Verfahren

Zuerst wird an der Stellfo, Yp) die Steigung bestimmt. Es wird nun angenommen,
dass sich die Steigung in einem kleinen Schri{Schrittweite) nicht andert. Die
Losung wird also in dem Intervall [t,t+h] durch eine Geraagroximiert. Man
erhalt den approximativen Weyy zur Zeitt;. Nun wird die Steigung an dieser
Stelle bestimmt und so weiter:

Yir1 = Yk + hf(te, ) k=0,1,..

Dieses Verfahren ist recht ungenau.

Beispiel A.1.1 Gegeben ist das Anfangswertproblgm=y y(0) = 1, dessen ex-
plizite Losungy(t) = € bekannt ist. Bestimmt man die Losung zur Zeit T=10 mit
dem Euler-Verfahren und einer Schrittweite Moe= 1, so erhalt man als approxi-
mative Losung 1024. Der exakte Wert betragt (auf 2 Nachkastellen gerundet)
22026,47.
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Fehlerabsch atzung

Wie grol3 ist der Fehler, den man beim numerischen Losentmétiérzu betrachtet
man das Taylorpolynom von

A 1
v SRk D) sy L
y(t+h) = kzzok!y (t) h+<n+1)! ymE) -t g e ftt+h
= Pn(t) +Ra(t)

Wird anstelle der exakten Losuy@) das Taylorpolynom n-ten Grades betrachtet,
so ist der Abbruchfehler in jedem Schritt proportionah@u.

Im Falle des Eulerverfahrens wird das Taylorpolynom 1. @sduketrachtet:

y(t+h) =yt)+y(t)-h

Der Abbruchfehler ist also in jedem Schritt proportionah?u

Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung (Verbessertes Euler-Ve  rfahren)

Statt der Steigung an der Stelle t als Geradensteigung zveween, werden die
Steigungen irit,y) und(t + h,y+ f(t,y) - h) gemittelt:

1
Yir1 =Yk + éh[f(tk, yi) + f(tr1, Yk +hf(tye)]  k=0,1,...

Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

Das bekannteste Verfahren approximiert die Losung bissz@rdnung. Es wird
wie folgt berechnet:

1
Ykil = Yk+ =[aa+2ax+2a3+ ay] k=0,1,...

6
ar = hf(t,w)

1 1
a = hf(t+ Eh,yk-i‘ Eal)

1 1
a3 = hf(t+ Eh,Yk‘f‘ EaZ)

as = hf(tx+hyc+az)

Dieses Verfahren ist in vielen Programmen implementiert.
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A.1.1 Verbesserungen

Bessere Verfahren sind implizite Verfahren, Verfahrenaméer automatischen Zeit-
schrittanpassung resp. Prediktor-Korrektor-Verfahren.
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B Zweidimensionale lineare Abbildungen

Betrachten wir zunachst die Abbildung

0= a)6)-~0)
v c d y y
Die quadratische Matrix A bildet deR? in sich selbst ab.

Eine solche Abbildung setzt sich aus Drehungen, Scheryr§feeckungen, Pro-
jektionen und Spiegelungen zusammen:

co —sin
Drehung (U): * ¢ (X)
v sing  cosp y
10b
Scherung (u): (X)
v 01 y
a o0
Streckung (u) = . <X)
v 0 d y
10
Projektion (U): (X)
v 00 y
-1 0
Spiegelung (U) = : (X)
v 0 1 y

Die Determinate d&t = ad — bc der Matrix A gibt an, um welchen Faktor die
Flache des Einheitsquadrats bei Abbildung vergrol3evt berkleinert wird. Enthalt
die Abbildung eine Spiegelung, wechselt das Vorzeichemh&ndie Matrix eine
Projektion, verschwindet die Determinante.

Betrachtet man die Bilder verschiedener Vektoren untegrdifatrix, so stellt man
fest, dass sie i.a. um verschiedene Winkel gedreht und ustviedene Faktoren
gestreckt werden. Die Frage ist, inwieweit es Vektoren, gilet nur gestreckt, aber
nicht gedreht werden. Wird ein Vektor nicht gedreht, so véder Vektor, der in
dieselbe Richtung (oder in die entgegengesetzte Richteeig), ebenfalls nicht
gedreht. Diese Vektoren laufen entlang der sogenaritiganrichtung der Matrix.
Jeder Vektor, der dies erfullt (ausser der Nullvektorsh#tigenvektor.

Fir jeden VektorV in Eigenrichtung kann die MatriA also durch einen Faktor
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A ersetzt werden, der den jeweiligen Streckungsfaktor anDileser Faktor heisst
Eigenwert zu dieser Eigenrichtung.
Fur einen Eigenvektow zum Eigenwerd gilt

A-V=\NV
oder anders mit der Einheitsmatrix | geschrieben:
(A=N)- V=10

Diese Gleichung ist auch der Schlussel, um die Eigenwerténzlen, sie heisst
Eigenwertgleichung.

Aus der Algebra ist bekannt: Ein lineares, homogenes Qleighsystem mit einer
guadratischen MatriB hat genau dann eine nicht-triviale Losung, wenn det B=0
gilt, also hat die Eigenwertgleichung nur dann nicht-aigiLosungen, wenn

p(A) :=det(A—Al)=0

gilt. p(A\) heisst auch charakteristisches Polynom der Mafrikan findet die Ei-
genwerte, indem man die Nullstellen des charakteristis€todynoms bestimmt. Im
zweidimensionalen Fall gibt es hochstens zwei verschiedggenwerte und man
kann sie einfach bestimmen:

a—A

—(a=A)(d=A)—bc=A%—(a+d)A+ad—bc=0
. d—A) (@=A)(d—A) (a+d)

P(\) = det<

Mit det A= ad — bcund spurA = a+d erhalt man die Losungen

2
Ao— sp;rAi\/(spjrA) _ detA

Die Eigenvektoren erhalt man, indem man fir ein fest vgedpenen Eigenwert die
Eigenwertgleichung l0st:

a—A b \%1 _0
c d—A \%) N
Da die Eigenvektoren bis auf einen Faktor bestimmt werdesmki, kann man ei-

ne Komponente festlegen, und die andere bestimmenrb @ kann marvy = b
setzen und erhalt den Eigenvekt(qlk_’a). Fur c # 0 kann marv, = ¢ setzen und
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erhalt den Eigenvekto(’\;d). Furb = c = 0 ist A eine Streckmatrix mit den Ei-
genwertera undd. Die zugehorigen Eigenvektoren sind die Einheitsvektomex-
bzw. y-Richtung. Gila = d, so istA Vielfaches der Einheitsmatrix und jeder Vektor
(ausser dem Nullvektor) ist Eigenvektor.
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C Stabilit atsanalyse autonomer Systeme (2D)

C.1 System

= f(X,Y) (C.1)

C.2 Station are Zust ande

Man erhalt die stationaren Zustande des ) Systems Qlépin
0 (C.2)
gixy) = 0

gesetzt wird, und die LosungéX*,Y*) dieses Gleichungssystems bestimmt wer-
den.

C.3 Geschlossene Bahnen

Im Gegensatz zu eindimensionalen Systemen kdnnen im imengionalen Fall
geschlossene Losungsbahnen auftreten. Im Normalfadliésgeschlossene Bahn
das Bild einer periodischen Losung. Man nennt eine solehiegische Bahstabil,
wenn alle Bahnen, die in ihrer Nahe starten, zu dieser tiiefa Man nennt solche
stabilen Bahnen audBrenzkreise Periodische Bahnen konnen auch instabil sein.

C.4 Satz von Poincare

Bei autonomen Systemen mit zwei Zustandsvariablen lad# Bahn entweder

 auf einen stationaren Zustand zu, oder
* nahert sich einer geschlossenen Kurve an, oder

 lauft nach unendlich
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C.5 Teilgleichgewichte

Betrachten wird die Menge aller Punkte fiir de= 0 bzw.Y = 0 gilt:
Teilgleichgewicht von X= {X = 0} = {(X,Y)|f(X,Y) = 0}

Das Teilgleichgewicht von X trennt die Bereiche des Zussamaims, in denen die
Bewegung nach rechts bzw. links erfolgt. Analog gilt

Teilgleichgewicht von Y= {Y = 0} = {(X,Y)| g(X,Y) = 0}

Das Teilgleichgewicht von X trennt die Bereiche des Zussaadms, in denen die
Bewegung nach oben bzw. unten erfolgt.
Die Schnittpunkte der Teilgleichgewichte sind gerade thé@naren Zustande.

C.5.1 Stabilit at station arer Zust ande
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Die Stabilitat eines stationaren Zustands kann wie indiesensionalen Fall unter-
sucht werden. Man betrachtet hierzu das System als Vektor

X f(X,Y
)= (X.Y) (C.3)
Y g9(X.Y)
Analog zum eindimensionalen Fall entwickelt man die rece¢ée des Differen-
tialgleichungssystems am stationaren ZustgtidY*) nach Taylor bis zum ersten

Glied und erhalt so das linearisierte System (ist fur jestationaren Zustand unter-
schiedlich!!):

()2 )

Die Matrix J ist die Jacobi-Matrix:

AT (X, Y*)  9f(X*,Y")

X Y
J(X*,Y*) = (C.5)
0g(X™,Y") 9g(X",Y")
X Y

Das linearisierte System ist am stationaren ZustaidY*) entwickelt und gibt die
Abweichung (Storung) von diesem an. Zu linearen Abbildemd=igenwerten etc.
siehe Anhang B.
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Hat die MatrixJ zwei verschiedene Eigenwentg undA,, so kann man eine allge-
meine Losung des linearen Systems C.4 angeben:

2(t) =Cr -t Vi +Cp- €2

Hierbei istvi Eigenvektor zum Eigenwei; und v, Eigenvektor zum Eigenwert
A2, C1 undC; sind freie Konstanten.

Sind beide Eigenwerte reell so handelt es sich bei den Sucenaentweder um
exponentielles Wachstum oder exponentiellen Zerfalalst einer der Eigenwerte
grol3er null, wachst die Storung, der Zustand ist ingt&ind beide Eigenwerte
negativ, so verschwindet eine anfangliche Storung, distahd ist stabil.

Fur einen komplexen Eigenwert= a-+ib gilt

M = g@b)t — gat . dbt — At (cosht+isinbt)

Das System vollzieht also Schwingungen. Ist der Readtédleiner null, so ver-
schwindet die Storung, ist der Realtaigrof3er null, so explodieren Storungen. Bei
a = 0 bleiben Stdrungen erhaltetdber die Stabilitat des Ursprungssystems kann
dann nicht entschieden werden.

Beziglich der Stabilitat des Systems C.1 gilt der folgeB8dtz:

Satz C.5.1 Stabilitat von stationaren Zustanden autonomer System

1. Der stationare ZustanX*,Y*) von/C.1 ist asymptotisch stabil, falls ajle

Eigenwerte von negative Realteile besitzen.

2. Der stationare Zustanc*,Y*) ist instabil, falls mindestens ein Eigenwert
einen positiven Realteil besitzt.

3. Sind alle Realteile aller Eigenwerte kleiner oder gleiah und mindestens
ein Realteil gleich null, so kann nicht Uber die Stabittas stationaren Zy-
standg X*,Y*) entschieden werden.

Der Satz gilt auch fur hoherdimensionale autonome System
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C.6 Veranschaulichung des Systemverhaltens
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Sind beide Eigenwerte reell und verschieden, so gibt es Eigenrichtungen. Die-
se Richtungen sind selbst Losungen und kdnnen von andésemgen nicht tiber-
quert werden. Entlang der Eigenrichtungen bewegen sich@biangen in gerader
Linie auf den stationaren Zustand hin<€ 0) oder weg X > 0). Die absolute Grol3e
des Eigenwerts bestimmt dabei die Geschwindigkeit. Eiguingen, die nicht auf ei-
ner Eigenrichtung starten gibt es Einflugschneisen. Biz.= —0.1 undA, = —1
bewegt sich das System zuerst schnell in Richtungwoemund dann langsam in
Richtung vorvs.

Ist ein Eigenwert 0 so findet auf der zugehorigen Eigenuichtkeine Bewegung
statt.

Sind die Eigenwerte komplex gibt es keine reellen Eigewicgen. Das System
bewegt sich an keiner Stelle radial auf den stationaretaddszu.

Fur die Eigenwerte des Systems gilt

_ spurA (SpurA)? N
)\1’2— 2 :I:\/ 4 detA =: 2:|: 4 D

Eigenwerte U D Name Stabilitat Beispiel
2 . -1 1
A <A1 <0 H<0|0<D< | Knoten stabil 05 _1
. . 05 -1
A2<O0< A D<O Sattel instabil
-1 05
. . 0.5 05
O0< A< A1 pH>0|0<D< “72 Knoten instabil 1 o
2 i -1 -1
M2€C,RgA) <0 | u<0| D> | Strudel stabil L 1
2 , . : 0 -1
M2€C,RgA)=0|u=0| D>E | Wirbel | marginal stabil ( L o )
2 . i 1 -1
M2€C,RgA)>0|u>0| D> | Strudel| instabil ( L1 )

Bei zusammenfallenden Eigenwerten und bei Eigenwerteridil werden, gibt es
weitere Formen des Systemverhaltens, auf die hier nidigmg&ingegangen wird.
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komplexe|Eigenwerte 2
(spur A) /4=det A

stabile Strudel instabile Strudel

det A

. Wirbel
stabile Knoten instabile Knoten

reelle Eigenwerte

reelle Eigenwerte

0

spur A
Sattel Sattel

Abbildung C.1: Stabilitat stationarer Zustande im zdweiensionalen System. Dargestellt
sind nur die wesentlichen Falle.
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